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PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

FONEMATO 01

11 -2 1 —6 X
Sean las matrices A={2 1 1,C;=|2],Cr=|-11|yX=|y]|.
23 -9 o B8 z

1) Determine los valores de o para los que el sistema AX = C; es incompatible.

2) Determine los valores de B para los que el sistema AX =C, es compatible y
resuelve el sistema para cada uno de estos valores.

3) Para a0 =3y B =—13, estudia el sistema AX =Cy + Cy; si es posible, resuélve-
lo, y si no es posible, indica por qué.

SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Si rg(A) # rg(B) = sistema incompatible

e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incognitas = sistema compatible y déterminado

e Sirg(A) = rg(B) < nimero de incognitas = sistema compatible e indeterminado

1) Las matrices de coeficientes "A" y ampliada "B" son:

1 1(-2 11 -2 1
A=|2 1] 1|;B=|2 1 1 2

2 3 -9 23 -9 a
Como ‘A‘ =0y ‘; % #0, es rg(A)=2, y el sistema resulta incompatible si
rg(B) =3, lo que sucede si:
11 1
21 2[#0=> -a+220=> a#2
2 3 a

2) Las matrices de coeficientes "A" y ampliada "B" son:

1 1)-2 11 -2 -6
A=|2 1| 1];B={2 1 1 -11

2 3 -9 23 -9 B

Como ‘A‘:Oy|; 1 #0 es rg(A)=2, y el sistema es compatible si
1 1 -6

rg(B)=2,lo que sucede si |2 1 —1& =0=>-B-13=0=B=-13
23

Para calcular las infinitas soluciones del sistema AX =C, €uando f=-13,
como el menor de orden 2 indicado en "A" es no nulo, eliminamos la tercera
ecuacion y parametrizamos la incognita "z", pasandola a los segundos miem-
bros de las ecuaciones; resulta:
X+y=22z-0 x=-5-32
2x+y=-2z-11 {Y:—1+5-Z
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Asi, siendo SB=—13 el conjunto de las infinitas soluciones cuando B =-13, es:

SB=_13 23—5 —3.2;—1&2;2), \ emiz
A

| Identificacion en forma paramétrica | «

| solucion del SLNH obtenida para z =0 | «
— X
(5103 (33532, Vzem) = [ LATIGUILLO )

S*={(-3.2;5.2;2), Vz€ R} es el conjunto de las infinita
soluciones del SLH correspondiente al SLHN dad

={(-5;—-1;0) +z 9 (-3;5;1), Yze R} =R’
%{_J

+
proporcional a (—1;3;5) | «¢ =

Matricula de honor
Eso es lo que te dara tu profe, independientemente de que se tfate.demun SLH
o de un SLNH, escribes un latiguillo final que llene de contenido geométrieo la
historia de los sistemas de ecuaciones lineales con 3 incdgnitas; es decitgun la-
tiguillo que relacione el conjunto "S" de las infinitas soluciones de un sistema
lineal con 3 incognitas con las rectas y los planos del universo tridimensional
que percibimos con los sentidos. En concreto:
1) Sien "S" hay un Unico parametro, por ejemplo:
S= {(z;— 2.2;2), V z efR} 6S= {(x;— 2.x3;3+x), Vx EER}

te despides diciendo que, en términos geométricos, "S" es una ffecta del es-

pacio tridimensional que petciben nuestros sentidos.
2) Sien"S" hay dos parametros, por ejemplo:

S= {(X;— 2.2;2), V X,z 693} 6S= {(X +19;,—2.2;2), V X,z efﬁ}
te despides diciendo que, en términos geométricos, "S" es un plano del es-
pacio tridimensional que perciben nuestros sentidos.

3) Las matrices de coeficientes "A" y ampliada "B" son:

11 =2 11 -2 -5
A=l21 1|=reA)=2;B=(21 1 -9

2 3 -9 2 3 =9 -10
11 =2
Como en lamatriz "B"es |2 1 —9|#0, entonces:
2 3 10
rg(B) =3 # rg(A) = el sistema AX = C; + C, es incompatible
L\ Cada tipo de ejercicio admite uno o
\ mas latiguillos; si los dominas todos,

tu solucion parecera la de un profesional.
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FONEMATO 02

Discuta y resuelva el siguiente sistema de ecuaciones.
(a—-2)x—y+2z=0; x+(2a—-1)y—az=0; x+ay—2z=0

SOLUCION

Latiguillo: estamos ante un sistema lineal homogéneo = la matriz de los coefi-
cientes del sistema y la matriz ampliada sélo se diferencian en unaseolumna de
ceros = siempre tienen el mismo rango => el sistema siempre es compatible,
pues al menos admite la solucion trivial x =y =z=0. El sistema admitita'solo la

solucion trivial o tendra infinitas soluciones segun que el rango de la matriz de los
coeficientes sea igual o sea inferior al nimero de incognitas (o sea, 3).

a-2 -1 1
La matriz "A" de los coeficientes es A =|: % 2a—1 —211} , y se tiene:
QA -
|A|=0=(a—2).(a2 —2.2a+1)=0=a=2,1(doble)

Por tanto, el sistema tiene soluciones distintas de la trivial sélo siia=16a=2,

pues en tal caso es ‘A ‘ =0=rg(A)<3.

0 -1| 1
*Sia=2es A=\l1 32 , siendo | A|=0.

Como el menor de orden 2 indicado en "A" es no nulo, resulta set:
rg(A) =2 < numero de incégnitas = sistema compatible e indeterminado

Para calcular las infinitas soluciones, eliminamos la 3* ecuacion'y parametriza-

mos "z", pasandola a los segundos miembros de las ecuaciones:

-y= X =—Z
X+3.y=2.z}:>{Y:Z

Siendo S,_, el conjunto de las infinitas soluciones del sistema si a=2yes:

Sa=2 ={(—2;2;2), V ze R} ={z e (-1;1;1), V ze R} €——

Latiguillo —p{ toda solucién el proporcional a la solucion (—1;1;1& |
‘ -1 -1 1|
e Sia=les A=| 1 1 -1}, siendo ‘A‘z().
1 -1
Como el menor de orden 1 indicado en "A" es no nulo, resulta sets
rg(A)=1< numero de incégnitas = sistema compatible e indeterminado

Para calcular las infinitas soluciones, eliminamos la 1* y 2* ecuaciones y para-
metrizamos "y" y "z", pasindolas al 2° miembro de la ecuaciénjstesulta:

x =—y +z. Asi, siendo S,_ el conjunto de las infinitas soluciones si.a=1, es:

Saz1 ={(-v+2;v;2), Vy,ze R} ={y o (=1;1;0) + z ¢ (1;0;1), Vy,z e R}
Latiguillo toda solucién es suma de una solucién proporcion i E

(=1;1;0) y de una solucién proporcional a (1;0;1

En fonemato.com tienes el videotutorial en el
gue explicamos los contenidos de este libro.
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FONEMATO 03

Discuta el siguiente sistema segun los valores de "k", y resuélvalo si k=1.

kx+22z=0
ky—-z=k
Xx+3y+z=5

SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Si rg(A) # rg(B) = sistema incompatible

e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incognitas = sistema compatible y determinado

e Sirg(A) = rg(B) < nimero de incognitas = sistema compatible e indeterminado

I.a matriz "A" de los coeficientes es:

kK 0 2
A=l0 k —1]|;
1 3 1

A\:k2+k:0:>k:{_01

Por tanto:

e Si k#0yk#—1esrg(A)=3=rgB)=namero de incégnitas = el sistéma es
compatible y determinado (tiene solucién unica).

e Si k=0, las matrices "A" y "B" se convierten en:

A=|0 0 <T|=rgA)=2 ; B=|0 0 <1 0| = re@®)=2
= ~1|=r =2 ; B= - =7 =
1 3 1 g(&) 13 15 &

Como rg(A)=rg(B)=2< namero de incognitas, el sistema es compatible e
indeterminado.
e Si k=-1, las matrices "A" y "B" se convierten en:
-1 0 2 -1 0 2 0
A—{ (% % ﬂzrg(A)—Z ; B—{ q % % Fﬂ =rg(B)=3
Como rg(A) # rg(B), el sistema es incompatible.

e Si k=1 sabemos que el sistema tiene solucién unica, y la obtenemos mediante
la regla de Cramer; siendo:

10 2] 10 20
A=|0 1 -1|; B=|0 1 -1 1

13 1 13 15
es:
00 2 10 2 1 0 0
11 -1 0 1 -1 0 1 1
53 1 15 1 1 35
Al Al A

Latiguillo de remate
En términos geométricos, cada ecuacion del sistema representaga unsplano del
espacio tridimensional que percibimos con los sentidos, y el que el que el sis-

tema lineal de 3 ecuaciones con 3 incognitas dado tenga Solucion unica
significa que los correspondientes 3 planos Se cOrtan en un punto formando un
triedro.
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FONEMATO 04

Clasifique el siguiente sistema de ecuaciones segun los valores de "a" y "b":
ax+y+bz=1
X+ay+bz=1
x+y+abz=b

SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes,'A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Si rg(A) # rg(B) = sistema incompatible

¢ Si rg(A) = rg(B) = nimero de incognitas = sistema compatible y detesminado

¢ Si rg(A) = rg(B) < numero de incégnitas = sistema compatible e indeterminado

a 1 b
T.a matriz de los coeficientes del sistema es A = |:1 a b :|

1 1 ab
Determinemos los valores de "a" y "b" que anulan al determinante dei"A':
a 11 b=0
|A|=b|l a 1|=b.(ad?-3a+2)=0=<a=1(doble)
11 a a=-2
Por tanto:

eSib#0yazlya#-—2=|A|#0=rg(A)=rg(B)=3=n° de incognitas; asi,
el sistema es compatible y determinado.

e Sib=0(= ‘ A‘ =0 = rg(A)<2), las matrices "A" y "B" se convierten en:

a 1 0 a 1 0 1
A=[1 a 0|;B=|1 a 0 1
1 1 0O 1 1 0 O

Ahora estudiamos el rango de "B"; es:

a 1 1
rg(B)zrg[1 a 1:|
T 110

eliminamos la tercera columna, pues esta formada por cetos

a 1 1
ysetieneque: |1 a 1{=2-2a=0=a=1.
1 10

Por tanto, si a#1 es rg(B)=3#1rg(A); asi, el sistema es incompatible. Si
a =1, las matrices "A" y "B" se convierten en:

110 110 1
A=[1 1 0|=reA)=1;B=[1 1 0 1|= rgB)=2
110 110 0

siendo incompatible el sistema, pues rg(A) # rg(B).
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e Sia=1(= ‘ A‘ =0 = rg(A)<2), las matrices "A" y "B" se convierten en:

11b 11b1
A=[11 b|=1eA)=1,¥Yb;B=|11 b 1
11b 11bob

Ahora estudiamos el rango de "B"; es:

By—rg1 1
1g( )ffg1 b

eliminamos la segunda columna, por ser igual a la primera
eliminamos la tercera columna, por ser proporcional a la primera

St b#1esrg(B)=2#rg(A); por tanto, el sistema es incompatible. Si b=1 es
rg(B) =1=rg(A) < nimero de incégnitas = sistema compatible “indetérmina-

do.

e Sia=-2(= ‘A ‘ =0 = rg(A)<2), las matrices "A" y "B" se convierten en:

-2 1 b 2 1 b 1
A=|1 =2 b |=rA)=2,Vb;B=l1 -2 b 1
1 1 -2b 1 1 —2beb

pues| 4 _12 #0,V b

Ahora estudiamos el rango de "B" calculando el siguiente menor de orden 3:

-2 1 1
1 -2 1|=3b+6#0=Db#-2
1 1 b

Por tanto, siendo b# -2 es rg(B) =3 #rg(A), y el sistema es incompatible. Si
b=2, como rg(A)=2 para todo valor de "b", resulta:

rg(A) =rg(B) = 2 < numero de incégnitas => compatible e indetetminado

iApuesto el bazo a
que en este monton
de examenes casi
nadie me lo explica
todo clarito!

NENE
A tu profe le pasa como ati: cuanto mas clarito
K le explicas las cosas, mas contento se pone.
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FONEMATO 05

Discuta y resuelva el siguiente sistema segun los valores de "a".
X+y+az=a;ax+tay+z=1;x+ay+z=a

SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Si rg(A) # rg(B) = sistema incompatible

e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incégnitas = sistema compatible y detérminado

e Si rg(A) = rg(B) < nimero de incégnitas = sistema compatible e indeterminado

1 1 a
La matriz de los coeficientes es A = {a a l} , siendo ‘A ‘ =23 —a2=n% 1, que

1 a1
se anula si a=1 (doble) o si a =~1. Por tanto:
eSia#tlyaz-1= ‘A ‘ # 0 = rg(A) =1g(B) = 3 = nimero de incognitas;iasi, el

sistema es compatible y determinado, su tnica solucién nos la da Cramer:

a 1 a 1 a a 1 1 a

1 a 1 a 1 1 a a 1

a a 1 1 a 1 1 a2 a

X = =-1;y= =1;z= 1
A A A
Sia=1(=|A|=0 A)<2), es A %% B=|11 1%
¢ dra=1(= =0=r <2),es A= = .

( g(A)=2) 111 Y 1 1.1.1

Como rg(A)=rg(B)=1< numero de incégnitas, el sistema es compatible e

indeterminado. Para calcular sus infinitas soluciones, como el menot de orden
1 indicado en "A" es no nulo, eliminamos las ecuaciones segunda y tercera y
parametrizamos las incognitas "x" y "z", pasandolas al segundo miembro de la
ecuacion; resulta y=1-x—z Asi, siendo S,_; el conjunto de las infinitas

soluciones cuando a =1, es:
S,=1 = {(X;l —-X—2;2),V X,z € SR} =
— _
%

| Identificacion en forma paramétrica |«

| solucién del SLNH obtenida parax=2z=0 |
Y

={(031;0) + (x;—x—232), Vx,z e R} = UILLO

S* = {(X;— Xx—2;2), Vx,z€N }es el conjunto de las infini
soluciones del SLH correspondiente al SLHN dad
={(0;1;0)+x o (1;-1;0) + z® (0;— 1;1), Vx,z€ R} = R2

A
proporcional a (1;—1;0) proporcional a (O;—l;l) —
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e Sia=—1(=|A|=0=rg(A)<L2), las matrices "A" y "B" se convierten en:
g y

11 - 1 1 -1 -1
A=|[-T =1] 1|=rgA)=2;B=|-1 -1 1 1|=r®B)=2
1 -1 1 1 -1 1 -1

Como rg(A)=rg(B) =2 < numero de incégnitas, el sistema es compatible e

indeterminado. Para calcular sus infinitas soluciones, como el menotr-deorden

2 indicado en "A" es no nulo, eliminamos la 1* ecuacién y parametrizamos la

incognita "z", pasandola a los segundos miembros de las ecuaciones; resulta:

x—y=—-1-z y=2z

_1 el conjunto de las infinitas soluciones cuando a = #1, es:

Siendo S

a=

S,—1= {(—l;z;z), Vze 9%}

_/

| Identificacion en forma paramétrica |«

| solucion del SLNH obtenida para z =0 |<—
v
={(=1;0;0)+ (0;2;2), Vze R} = LLHLLO]
S* = {(O;z;z), Vze ER} es el conjunto de las infinitas
soluciones del SLH correspondiente al SLHN d

={(~1;0;0) + 28 (0;1;1), Vze R} = K>

proporcional a (0;1;1) <

Latiguillo de remate
En términos geométricos, el conjunto S,__1 ={(—1;z;z),‘v’ze§R}, que esta

identificado mediante Un parametro, viene a ser una recta del espacio tridimen-
sional que percibimos con los sentidos.
El conjunto S,_; = {(X;1 —x—2;2), V X,z € 9%} , que esta identificador mediante

dos parametros, viene a ser un plano de dicho espacio tridimensional.

LOS "LATIGUILLOS", ASUNTO ESENCIAL

En examen no debes conformarte sélo con hacer el calculote de los preblemas; los
problemas deben bordarse, y eso se consigue con los latiguillos, que son las
herramientas que usaremos para que las Matematicas que escribamos se diferen-
cien de las que escriben el resto de los mortales y asi parezca que sabemos mas
que ellos. Los latiguillos también nos protegen de las consecuencias de los inevita-
bles errores de calculo (nadie esta libre de escribir 2 + 3 = 6 y asi destrozartodos
los calculos de un problema): un profesor mentalmente equilibrado jamas te suspen-
dera por un error de calculo si con los latiguillos le has vendido la moto de que sabes
de qué estas hablando y que entiendes la historia que llevas entre manos.
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FONEMATO 06

Discuta el siguiente sistema lineal en funcién del parametro "a™:
ax+y+z=0; x+ay=0; 3x+az=0

SOLUCION

Latiguillo: estamos ante un sistema lineal homogéneo => la matriz de los
coeficientes del sistema y la matriz ampliada sélo se diferencian en unascolumna
de ceros = siempre tienen el mismo rango => el sistema siempre es compatible,
pues al menos admite la solucion trivial x =y =z=0. El sistema admitifa'solo la

solucion trivial o tendra infinitas soluciones segin que el rango de la matriz de los
coeficientes sea igual o sea inferior al nimero de incognitas.

a 1 1
La matriz "A" de los coeficientes es A = {% 8 0} , siendo ‘A‘ —ad —4a, que se
a

anula si a=0,a=2 6 a=-2. Por tanto:

eSia#(0ya#2ya#-2 = ‘A‘#O:rg(A)=3=m’1mero de incognitas; as,
el sistema es compatible y determinado (sélo tiene la solucion trivial).

e Si a=0(')a=2(’)a=—2:>‘A‘=O:>rg(A)<m’1mero de incognitas; "asi, el

sistema es compatible e indeterminado (tiene infinitas soluciones).

En términos geométricos, una ecuacion lineal
con 3 incognitas viene a representar un plano
del universo tridimensional.
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FONEMATO 07

—3x+y+2z=1
Resuelva el sistema Xx+5y—z=4
—4.x-2y+3z=-1
SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Sirg(A) # rg(B) = sistema incompatible
e Sirg(A) = rg(B) = nimero de incognitas = sistema compatible y determinado
e Si rg(A) = rg(B) < nimero de incognitas = sistema compatible e indétefminado

Como la matriz de los coeficientes del sistema tiene determinante no.nulo,ocurre
que rg(A)=rg(B)=3= numero de incégnitas => el sistema es compatible y de-

terminado; la nica solucién que tiene la obtenemos mediante la Regla de Cra-
mer:

1 1 2 -3 1 2 -3 1 1
4 5 -1 1 4 -1 1 5 4
-1 -2 3 -4 -1 3 —4 -2 -1
X = =2;y= =1,;z= =3
Al A Al

Latiguillo de remate

En términos geométricos, cada ecuacion del sistema representa’a un plano del
espacio tridimensional que percibimos con los sentidos, y el que el que.elsistema
lineal de 3 ecuaciones con 3 incognitas dado tenga solucion Unica significa que
los correspondientes 3 planos Se cortan en un punto formando un triedro.

Si aprovechas las Matematicas
de Bachillerato para educarte

en el arte de escribir latiguillos,

cuando estes en la Universidad,
en los examenes, seras capaz

de escribir latiguillos sobre !

cualquier disciplina que

se exprese mediante numeros...

con el consiguiente gozo para U examen

todos tus profesores. M
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FONEMATO 08

Discuta y resuelva el siguiente sistema segun los valores del parametro "a".
axtay=a; (l-a)z=a+1l;y+z=a-1

SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Si rg(A) # rg(B) = sistema incompatible

e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incégnitas = sistema compatible y determinado

e Si rg(A) = rg(B) < nimero de incégnitas = sistema compatible e indeterminado

a a 0
La matriz de los coeficientes es A = {0 0 1- a:| , siendo ‘ A ‘ =a.(a=1)yque se
0 1 1

anulasi a=0 osi a=1. Por tanto:
eSi a#0ya#l= ‘A ‘ # 0 = rg(A) =1g(B) = 3 =ntmero de incéghitasiyAsi, el
sistema es compatible y determinado.

1101
e Sia=1(=|A|=0=rog(A)<X2)es B=|0 0 0 2|, siendo rg(B)=3.
8 0110 8

El sistema es incompatible, pues rg(A) # rg(B).
0 00 000 O

e Sia=0es A=|0|0 1}y B=|0 0O 1 1 [
011 1| 011 -1

Como rg(A)=rg(B) =2 < numero de incégnitas, el sistema es compatible e

indeterminado. Para calcular sus infinitas soluciones, como el ménor de orden
2 indicado en "A" es no nulo, eliminamos la primera ecuacién y patametriza-
mos la incognita "x", pasandola a los segundos miembros de las ecuaciones;

resulta:

y+§zl_1} = {52721_2 Enntérminos

. . e . . €omeEtricos
Siendo S,_) el conjunto de las infinitas soluciones si a =0, es: &

Sac0 =1(x;-2;1), Vx e R} =

S,—0 esuna

recta.

| Identificacion en forma paramétrica | ¢

| solucion del SLNH obtenida para x =0 | G
v

(02D (x:00), vxe®) = (LATIGUILLO )

S* = {(X;O;O), Vxe ER} es el conjunto de las infinit
soluciones del SLH correspondiente al SLHN dado

:{(O;— 2;1) +xe(1;0;0), ‘V’XEER} R

proporcional a (1 ;O;O) >

Sistemas de Ecuaciones Lineales 93
© Rafael Cabrejas Hernansanz



FONEMATO 09

Discuta el siguiente sistema de ecuaciones segun los valores del parametro "a", y
halle todas sus soluciones cuando sea compatible e indeterminado.
axt+y+z=a
xtay—z=1
3x+y+az=2
SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Sirg(A) # rg(B) = sistema incompatible

e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incégnitas => sistema compatible y déterminado

e Si rg(A) = rg(B) < nimero de incognitas => sistema compatible e indeterminado

a 1 1
T.a matriz "A" de los coeficientes del sistema es A = [l a —l:|.
3 1 a

Determinemos los valores de "a" que anulan al determinante de "A":

a=2
|A]=a3 —3.21—2=o:>{a:_1 (doble)

Por tanto:

o Si
esa#z2ya#—1=|A|#0= rg(A)=rg(B)=3=nimero de incégnitas = el
sistema es compatible y determinado.

e Sia=2(=> ‘A ‘ =0 = rg(A)<2), las matrices "A" y "B" se convierten en:

2 1 1 2 1 11
A=[1 2 —1|=rg(A)=2;B=|1 2 -1 1|= rgBy=3
301 2 31 2 2

El sistema es incompatible, pues rg(A) # rg(B).
e Sia=-1(= ‘ A‘ =0 = rg(A)<2), las matrices "A" y "B" se conviertenven:

3 1] -1 3 1 -1 2

Como rg(A)=rg(B)=2 < numero de incégnitas, el sistema es compatible e

1 1 1 -1 1 1 -1
A=|[1T =] -1|=re(A)=2;B=| 1 -1 -1 1|=rgB)=2

indeterminado. Para calcular sus infinitas soluciones, como el menor de orden
2 indicado en "A" es no nulo, eliminamos la primera ecuacién y patametriza-
mos la incégnita "z", pasandola a los segundos miembros de las_ecuaciones;
resulta:
X—y:1+z}:>{xz(3+2.z)/4
3x+y=2+z y=—(1+2.2)/4

Siendo S,__1 el conjunto de las infinitas soluciones cuando a = =1, es:
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FONEMATO 10

Discuta, en funcién de los parametros "a" y " b", y resuelva, en los casos en que

sea posible, el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
x+y+az=1;x+y+bz=a;x+ay+z=a

SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes-"'A" y

ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Si rg(A) # rg(B) = sistema incompatible

e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incégnitas = sistema compatible y determinado

e Si rg(A) = rg(B) < nimero de incognitas = sistema compatible e indeterminado

1 1 a
T.a matriz de los coeficientes del sistema es A = |:l 1 b:l.
1 a 1

Determinemos los valores de "a" que anulan al determinante de "A':

Al=b+a2 —a—ab=h(-a)-a(-a)=(b-a).0-a)=0 34PZ2
Por tanto:
e Si b#aya#l=|A[#0= 1g(A)=rg(B)=3=nimero de incognitasel sis-

tema es compatible y determinado; la tnica solucién que tienela obtenemos
mediante la Regla de Cramer:

11 a 11 a 1 11
a 1 b 1 a b 1 1 a
1 a 1 1 1 1 1 a 1
X:—:.-.;y: = ’Z:—:
Al Al Al

_ 11 a 11 a1
e Sia=b(=|A|=0=rg(A)<2), es A= % ; a y B= % ; a al.

Como el maximo que ahora puede tener "A" es 2, y "B" puede tener rango 3,
estudiamos el rango de "B"; es:

111 )
% 1 211 =—-a“+2a—-1=0=a=1(doble)
a

*S1a#1 es rg(B)=3#rg(A); por tanto, el sistema es incompatible.
*Si a=1, las matrices "A" y "B" se convierten en:
111 1111
A=|1 1T 1;B=[1111
111 1111
Ahora es rg(A)=rg(B)=1< namero de incognitas, por lo que £l sistema es

compatible e indeterminado. Para calcularlas, como el menor de orden 1 indi-
cado en "A" es no nulo, eliminamos las ecuaciones segunda y tetcera y
n_n n_n

parametrizamos las incégnitas "x" y "z", pasandolas al segundo.miembro, de la
ecuacion; resulta y =1—-x — z.

Siendo S,_1,—1 el conjunto de las infinitas soluciones cuando a=b=1, es:

Sa=b=1 = {(X;l - X —2;2),VX,z E‘R} c R3

Sistemas de Ecuaciones Lineales 95
© Rafael Cabrejas Hernansanz



e Sia=1(= ‘ A‘ =0 = rg(A)<2), las matrices "A" y "B" se convierten en:

11 1 11 11
A=|1[1L bj;B=|1 1 b 1
1 1 1 11 11

Obviamente, para todo valor de "b" es rg(A) = rg(B); por tanto, si a=1 el sis-

tema es compatible para todo valor de "b".
St b=1 estamos en el caso anterior (a=b=1).
Si b#1 es rg(A)=rg(B)=2< numero de incognitas, por lo querel'sistema es

compatible e indeterminado. Para calcularlas, como el menor de'orden 2 indi-

cado en "A" es no nulo, eliminamos la tercera ecuacion y parametrizamos la

incognita "x", pasandola al segundo miembro de las ecuaciones; resulta:

y+z=1-x y=1-x
y+b.z=1—x}:>{z=O

Asi, siendo "S" el conjunto de las infinitas soluciones cuando a =1y b#1, es:

SZ{(X;l - x;0),Vx E‘R}C‘R3

iTODO ERROR CONCEPTUAL GORDO
ANULA EL EFECTO DE LOS LATIGUILLOS
Y TE DEJA CON EL CULO'AL AIRE!

Es un vendedor de crecepelo: tras sustirrarme al
oido los mas dulces versos sobre la linealidad,
ha confundido un sistema de ecuaciones
[ O dehto lineales con un trasatlantico de 5 chimeneas

ha cometldoD

pTS ‘

M ) N
FONEMATO

TODO CLARITO

En toda asignatura dura hay "cosas" que caen en examen %
con mucha frecuencia; tu trabajo es averiguar cuales son 2 ?

y preparar los correspondientes latiguillos para ellas.
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FONEMATO 11

Xx+2y+z=1

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones: 12.x +y + 2.z =2
x+y+z=1

SOLUCION
Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes:"'A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:
e Si rg(A) # rg(B) = sistema incompatible
e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incognitas = sistema compatible y determinado
e Sirg(A) = rg(B) < nimero de incognitas = sistema compatible e indeterminado

Es:
1 2/ 1 1 2 1 1
A=12 1] 2|=rgA)=2;B=|2 1 2 2|=rgB)=2
11 1 1 1 1 1

Como rg(A)=rg(B)=2 < numero de incognitas, el sistema es compatible e

indeterminado. Para calcular sus infinitas soluciones, como el menor de otden 2

indicado en "A" es no nulo, eliminamos la tercera ecuacién y parametrizamos la

incégnita "z", pasandola a los segundos miembros de las ecuaciones;resulta:

Xx+2y=1-z x=1-=7z
2.X+y=2—2.z}:>{y=0

Por tanto, siendo "S" el conjunto de las infinitas soluciones del sistema, es:

S={(1-2;0;2),Vz eR} = R3

Cuando corrijo un examen, me encanta
que se me caigan los pantalones y vet-
me impelido a quitarme el Sombrero,&

>
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FONEMATO 12

Discuta el siguiente sistema de ecuaciones segin los valores de "a" y "b":
x+(a+1).y+bz=a;ay+bz=a+b;x+2y+z=b
SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Si rg(A) # rg(B) = sistema incompatible
e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incégnitas = sistema compatible y déterminado
e Si rg(A) = rg(B) < nimero de incognitas = sistema compatible e indeterminado

1 a+1 b
T.a matriz "A" de los coeficientes del sistema es A =| 0 a b|.
1 2 1

Determinemos los valores de "a" que anulan al determinante de "A™:
‘A‘=a—b=0:>a=b
Por tanto:
eSia# b= ‘ A‘ # 0 = rg(A) =1g(B) = 3 = nimero de incégnitas, por lo_que el
sistema es compatible y determinado.
e Sia=b((= ‘ A ‘ =0 = rg(A)<2), las matrices "A" y "B" se convierten en:

1 a+1 a 1 a+1 a a
A=|0 a al|l; B=|0 a a 2a
1 2 1 1 2 1 a

Como el maximo que ahora puede tener "A" es 2, y "B" puede tenet rango 3,
estudiamos el rango de "B"; es:

1 a+1 a ) ~0
0 a 2a|=2a —2.a=0:>{2:1
1 2 a -

* Siaz0ya#1les rg(B)=3#rg(A); por tanto, el sistema es incompatible.
* Si a =0, las matrices "A" y "B" se convierten en:

110 1100
A=[0 0 0|=re(A)=2;B=[0 0 0 0|= rgB)=2

1 21 1 210
Como rg(A)=rg(B) =2 < numero de incégnitas, el sistema es .compatible e
indeterminado.
. {1 2 1} {1 2 1 1}
*Sia=1les A=|0 1 1|,y B=|0 1 1 2].
1 21 1211
Como rg(A)=rg(B)=2 < numero de incognitas, el sistema esicompatible e
indeterminado.
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FONEMATO 13

Halle las soluciones comunes a los sistemas:

S.{X+y+z=2 { 3x+y+z=5
1.

x—y—z=1""2\2x—4.y—-4.2=0
SOLUCION

Las soluciones comunes a ambos sistemas lineales son los elementogidel'conjunto

M3 que a la vez satisfacen las ecuaciones que definen a S y las que definen a
S2; o sea, son las soluciones del sistema lineal que se obtiene al réunir las ecua-
ciones de Sy ylas de S»:
X+y+z=2
x—y—z=1
3x+y+z=5
2x—4y-4.2=0

Puedes comprobar que las matrices de coeficientes y ampliada de este ultimo sis-
tema tienen rangos distintos (2 la de los coeficientes y 3 la ampliada); por tanto, el
sistema es incompatible; es decir, los sistemas lineales dados carecen de solucio-
nes comunes. Naturalmente, en examen, antes de este:parrafo
habria que escribir el "latiguillo" correspondiente a los sis-
temas lineales.

SABER ESTUDIAR

Estudia sin prisas, leyendo despacio y pensando en lo que lees;

es decir, tras leer cada palabra o cada simbolo matematico, invierte

un nanosegundo en comprobar si tu cerebro es capaz de llenarlo de

contenido pleno. En caso afirmativo pasa a la siguiente palabra o simbolo y repite
el proceso... pero en caso de atranque para el reloj y lucha a muerte'hasta des-
atrancarte; o sea, si no eres capaz de llenar de contenido pleno una.palabra o
simbolo, invierte el tiempo que sea menester (dos minutos, dos horas, dos sema-
nas, dos meses) en recopilar la informacion que te permita desatrancarte... y
después pasa a la siguiente palabra o simbolo y repite el proceso.
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FONEMATO 14

Sea el sistema de ecuaciones lineales:
Xx+y+z=0
Xx+2.y+3z=a
2x+3y+4z=a
Razone si es posible encontrar un sistema equivalente al dado, peronquestenga
solo dos ecpaciones.

SOLUCION

Siendo "A" y "B" respectivamente las matrices de coeficientes y ampliada, sera
posible encontrar un sistema de 2 ecuaciones equivalente al dado st para todo

valor de "a" es rg(A) =1g(B)=2:

11 1 111 0
A=|1 2 3|=rgA)=2;B=|1 2 3 a|=reB)=2,VaeR
2 3 4 2 3 4 a

NOTA

El ejemplo propuesto es tan tonto que no hace falta andar con la pueta,de los
rangos, pues salvo que seamos muy pardillos nos daremos cuenta de que la terce-
ra ecuacion del sistema es suma de las dos primeras; por tanto, nos@postamos la
vida a que al eliminar la tercera ecuacion obtenemos un sistema equivalente al

dado.

Hay cosas respecto de las que debes tener igual certeza que respecto de tu
propio nombre... y si el mismisimo Papa de Roma te lleva la contraria con

una de esas cosas (por ejemplo, te dice que la ecuaciéon x + \/§ +sen z=3
es lineal), debes contestar:

Su Santidad ha tenido un despiste o esta mal informado
Y no te acojones si el Papa se pone pesadito y de modo pertinaz insiste en
que la ecuacion x + \/§ +sen z=23 es lineal... con la mayor educacion y res-

peto, debes afiadir:

Su Santidad no tiene ni pufietera idea de lo que'dice

) Galileo!

Seguridad en ti mism@, en la
solvencia de tus conocimientos.
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FONEMATO 15

Discuta el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién de "a" y "b™:
x+y=1
X+2y=a
x+3.y=b
x+4.y=2a

SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Sirg(A) # rg(B) = sistema incompatible
e Sirg(A) = rg(B) = nimero de incognitas = sistema compatible y determinado
e Si rg(A) = rg(B) < numero de incognitas = sistema compatible e indeterminado

La matrices de coeficientes "A" y ampliada "B" son:

1
a
b
2.2

A=

—_
—_
AN —

1
Z|=rgA)=2;B=
4

Como el menor de orden 2 indicado en "B" es no nulo, serd rg(B)=2 si son nu-

los los dos menores de orden 3 obtenidos al otlar el citado menor de orden 2; o
sea, si:

1 1 1
1 2 a|l=0=b—-2.a+1=0
1 3 b a=2
—
1 1 1 {b=3
1 2 a|=0=>-2a+2=0
1 4 2a

Por tanto:
e Sia=2yb=3esrg(A)=1g(B)=2=numero de incognitas, porlo queel sis-
tema es compatible y determinado.

e Sia#206b#3esrg(B)=3#1rg(A), porlo que el sistema es incompatible.

0OJO AL PARCHE: en todo examen de Algebra

hay una proporcion no pequefia de almas candidas

que hablan del determinante de una matriz no

cuadrada; incluso, no se sabe como, llegan a

calcularlo. Naturalmente, si perpetras tan descomunal barbaridad,
seras suspendido ipso facto ... y ademas seras objeto de todo tipo de
rechiflas, porque tu profe congregara a toda su familia ante tu examen,
y se pasaran la tarde tronchandose de tus conocimientos de Algebra.
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FONEMATO 16

Dado el sistema de ecuaciones lineales
X+2y+22z+3w=06
2x+4.y+3.z+5w=10
x+2y—2z=0

Estudie su compatibilidad y resuélvalo usando determinantes
SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Sirg(A) # rg(B) = sistema incompatible

e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incognitas = sistema compatible y determinado

e Sirg(A) = rg(B) < nimero de incognitas = sistema compatible e indeterminado
Es:

[1223} [12236]
A=[214 3] 5|=>rg(A)=2;B=|2 4 3 5 10|=rg(B)y=2
12 -10 12 -10 0
Siendo rg(A)=1g(B)=2 < nimero de incognitas, el sistema es compatible e in-
determinado. Para calcular sus infinitas soluciones, como el menotr de orden 2
indicado en "A" es no nulo, eliminamos la 3* ecuacién y paramettizamos "x" y
"w", pasandolas a los segundos miembros de las ecuaciones; resulta:
2y +22=6—x—-3w }j{y:(Z—X—W)/Z
4y+3.2z=10-2.x-5w z=2—-w
Denotando "S" al conjunto de las infinitas soluciones del sistema, es:

S={(x;2-x-w)/2;2—-w;w),V x,w e R} = R4

A mi no me engaias...
ta tienes un chip en el
cerebro y por ahi te lo
soplan todo, porque de
otro modo no se explica
que sabiendo mas o
menos lo mismo que yo,
en examen siempre
PAREZCA que ta
sabes mucho mas
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FONEMATO 17

Determine para qué valores del parametro "a" tiene solucién tnica el sistema
2.x—=3y=2
3x—-3y=a
5x+ay=-13

SOLUCION

Latiguillo: un sistema lineal de ecuaciones tiene solucion unica si el rango.de las
matrices de coeficientes "A" y ampliada "B" coincide con el numeto de incogni-
tas del sistema.

Es:
2 -3 2 =3 2
A=|3 B3|=>rgA)=2,Va;B=|{3 -3 a

5 a 5 a -13

Serd rg(B)=2si|B|=0:

2 -3 2
3 -3 a
5 a -13

-3/2
-3

=O:>2.a2+9.a+9=():>a={

A los examenes, sean de Matematicas, de Fisica;o
de lo que sea, debes llegar con una CESTA LLENA DE
LATIGUILLOS, para sembrarlos por doquier entre los cal-
culos que hagas y asi lograr que me quite el sombreroy
se me caigan los pantalones al corr&ir tu examen.
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FONEMATO 18

Estudie el siguiente sistema para los distintos valores de "a" y resuélvalo cuando
sea posible

2y—z=06

3x—-22z=11

y+z=06

2x+y—4z=a
SOLUCION

El sistema es tan tontorrén que a partir de las ecuaciones primera,y tercera se
n_n n_n,

obtienes facilmente los valores de "y" y "z":
2y—2=06 y=4
y+z=06 } = {z 2

Haciendo y=4 yz=2 en la segunda ecuacién resulta x =5, y al Sustituit en la

cuarta ecuacion se obtiene 2.5+4 —4.2=a = a=6.

En definitiva, el sistema es compatible sélo si a =06, y en tal caso su unica, solu-
cibnes x=5y=4,z=2.
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FONEMATO 19

Estudie el siguiente sistema lineal segin los valores del parametro real "a" y re-
suélvalo cuando sea compatible.

a

a

a

2 =1 —1|x

-1 2 —1|y|=

-1 -1 2|,
SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Si rg(A) # rg(B) = sistema incompatible
e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incégnitas = sistema compatible y determinado
e Si rg(A) = rg(B) < nimero de incognitas = sistema compatible e indeterminado

Es:
2 =1 -1 2 -1 -1"a
A=| 1 2] -1 |=>rg(A)=2;B=|-1 2 -1 a
-1 -1 2 -1 -1 2 a

Como el menor de orden 2 indicado en "A" es no nulo, el rango des"B"esta de-
terminado por el menor

2 =1 a
H=|-1 2 a|=9.a
-1 -1 a

Por tanto:

e Siaz0= H#0= rg(B)=3#rg(A); por tanto, el sistema es incompatible.

e Sia=0=H=0= rg(B)=2=rg(A)<nimero de incognitas; asi, el sistema
es compatible e indeterminado. Para calcular las infinitas soluciones, como el

menor de orden 2 indicado en "A" es no nulo, eliminamos la terceta.ecuacion

y parametrizamos "z", pasandola los segundos miembros de las ecuaciones:

2xX—y=z

= X=y=z
—X+2y=z

Denotando "S" al conjunto de las infinitas soluciones cuando a =0, es:

S={(2z;2;2),V zeR} = R3
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FONEMATO 20

Discuta, segun los valores de los patametros A y O, el sistema
A+ Dx+3y+hz=1; 3x+(h+1)y+22=8-1; hx+2y+hz=2
SOLUCION
Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:
e Si rg(A) # rg(B) = sistema incompatible
e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incégnitas = sistema compatible y determinado
e Sirg(A) = rg(B) < nimero de incognitas = sistema compatible e indeterminado

A+1 3 )
I.a matriz de los coeficientes es A = )% A —2|- 1 % .

Como ‘ A ‘ =22 — 4 s6lo se anula si A = 2 , se tiene:

o Si A#2x2 estrg(A)=3=rg(B)=numero de incognitas; por tanto, el sistema es
compatible y determinado (tiene solucién unica).
e Si A =2 las matrices "A" y "B" se convierten en:

33 2 332 1
A=|3[3 2]|=rg(A)=2;B=|3 3 2 5—1

212 2 222 2
Como el menor de orden 2 indicado en "A" es no nulo, el rango de™B" esta
32 1
determinado por el menor H=|3 2 & —-1|=4-2.0. Por tanto:
22 2

*S5i10#2=> H#0= rg(B)=3#rg(A)= el sistema es incompatible.
*S510=2= H=0= 1rg(B)=2=rg(A) <numero de incdgnitas = el sistema
es compatible e indeterminado.
e Si A =-2, las matrices "A" y "B" se convierten en:
-1 3] -2 -1 3 -2 1
A=|l3 -1 2 |=>rA)=2;B=|3 -1 2 d&=1
-2 2 =2 -2 2 -2 2

—_

Como el menor de orden 2 indicado en "A" es no nulo, el rango de "B" esta
determinado por el menor

-1 3 1
W=l3 -1 8d-1|=4+20
-2 2 2

Por tanto:

#5100 #-2=>W=0=r1g(B)=3#r1rg(A), y el sistema es incompatible
*S510=-2=>W=0=rg(B)=2=rg(A) < nimero de incdgnitas; asi, el sis-
tema es compatible e indeterminado.
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FONEMATO 21

Estudie el siguiente sistema lineal segin los valores del parametro real "a" y re-
suélvalo cuando sea compatible
ytaz=—a;x+tay+z=0;x—aytaz=2
SOLUCION
Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:
e Sirg(A) # rg(B) = sistema incompatible
e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incognitas = sistema compatible y determinado
e Si rg(A) = rg(B) < numero de incognitas = sistema compatible e indeterminado

0O 1 a
La matriz de los coeficientes es A = {% a 1}.
—a a
Como‘ A ‘ =222 —a+1s6loscanulasia=1/26a= —1, se tiene:

o Si a#1/2ya#—1estg(A)=3=rg(B)=ndmero de incognitas; asi, el sistema
tiene solucién unica (es compatible y determinado), que es:

—a 1 a 0 —a a 0 1 —a

0 a1 1 01 1 a 0

2 —a a 1 2 a 1 —a 2
X= 7 = .. VS T .. 2= T =

A Al A
e Sia=1/2,las matrices "A" y "B" se convierten en:

0o 1 1/2 o 1 1/2 -1)2

A=1 1/2 1 |=>rg(A)=2;B=|1]|1/2 1 0

1 -1/2 1/2 11-1/2 1/2 2

El menor de orden 3 indicado en "B" es no nulo, por lo que "B" tiene rango 3
y el sistema es incompatible.

e Si a=-1, las matrices "A" y "B" se convierten en:

0 1] -1 0 1 -1 1
A=[1 -1 1|=reA)=2;B=|1 -1 1 0|= rgBy=2
1 1 -1 1 1 -12

Por ser rg(B)=rg(A)=2<namero de incognitas, el sistema es compatible e

indeterminado. Para calcular las infinitas soluciones, como el menot de orden
2 indicado en "A" es no nulo, eliminamos la tercera ecuacion y.parametriza-
mos la incégnita "z", pasandola los segundos miembros de las ecuaciones:

y=1+z :{le
X—y=-z y=1+z

Asi, siendo "S" el conjunto de las infinitas soluciones cuando a ==1, es:

S={(1;1+2;2),V zeR} = R3
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FONEMATO 22

Determine la matriz A para que el sistema homogéneo AX =0 sea equivalente a
la ecuacién matricial

s ]E ‘ﬂ=[o i

Calcula las soluciones de moédulo 1.

SOLUCION

Se tiene que:

1 -2 x+2.y+2=0 1 2 10
[X y Z]. 2 1 :[O O]j{—Z.X+y+2.z=0}:>|:—2 1 1:|. y Z[O:|
1 - —3J z

2

El SLH dado tiene infinitas soluciones, pues el rango de su matriz dé coeficientes
es inferior al nimero de incognitas. Parametrizando "z", resulta:

X+2y=—z N x =3.2/5
—2X+y=-2z2 y=—4.2/5
Siendo "S" el conjunto de las infinitas soluciones, es:

S={(3.2/5;— 4.2/5;2), V z e R} c R3

Como el moédulo de la terna (a;b;c) es Va2 + b2 +¢2 , entrelas ‘ternas de la
forma (3.2/5;—4.2/5;z), las que tienen moédulo 1 corresponden al valot.dez" tal
que:

JB.2/5)2 + (—4.2/5)2+.22 =1 = V222 =1=> 2= i%
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FONEMATO 23

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones para los valores del parametro real "a"
que lo hagan compatible.

ax+y+(a+1).z=0
ay+(a+1).z=0
x+2z=1
SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Sirg(A) # rg(B) = sistema incompatible
e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incognitas = sistema compatible y determinado
e Si rg(A) = rg(B) < nimero de incognitas = sistema compatible e indeterminado

La matriz "A" de los coeficientes del sistema es:
a 1 a+1
A=|0 a a+l1
1 0 2
Determinemos los valores de "a" que anulan al determinante de "A";
‘A‘ =1422 =0 = carece de solucion real
Asi, para cualquier valor real de "a" es ‘A ‘ # 0; por tanto, parascualquiet valor

real de "a", es rg(A)=1g(B)=3=ndmero de incognitas. En consecueneia, el

sistema es compatible y determinado para cualquier valor del parametro real "a".
La unica solucién que tiene la obtenemos mediante la Regla de Cramer:

01 a+1 a 0 a+1 a 1 0
0 a a+1 0 0 a+1 0 a O
1 0 2 1 1 2 1 0 1
X=—F = .., V= T = .. Z= 1 ..
A A A
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FONEMATO 24

1) Aplique el Teorema de Rouché-Frobenius para decir como es el sistema
a.x+by+cz=a+b+c
b.x+cy+az=a+b+c
cx+ay+bz=a+b+c

2) Encuentre una solucién de dicho sistema.

SOLUCION

1) Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A"
y ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:
e Si rg(A) # rg(B) = incompatible
e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incégnitas = compatible y detérminado
e Sirg(A) = rg(B) < ndmero de incognitas = compatible e indeterminado

En nuestro caso:

a b c a b c at+b+c
A=|b ¢ a|; B=|b ¢ a a+b+c
c a b c a b a+b+c

Para cualesquiera valores de "a", "b" y "c" es rg(A) =1g(B), puesacuarta co-

lumna de "B" es suma de las tres primeras; por tanto, el sistema siempre es

A0, y se-

compatible. Sera compatible y determinado si rg(A)=3 (o sea,

ra compatible e indeterminado si rg(A) <3 (o sea, | A ‘ =0).

2) Nuestra proverbial astucia nos hace ver que, en cualquier caso,sina‘solucion
del sistemaes x=y=z=1

Y entonces, ¢ qué es el hombre por si mismo, sino un insectoxfutil
que zumba mientras se estrella contra el cristal de una ventana? Y
es que esta ciego, no puede ver, ni puede darse cuenta de ‘que
hay algo entre él y la luz. Por eso se esfuerza, trabajosamente, en
acercarse. Puede apartarse de la luz, pero no es capaz de llegar a
estar mas cerca. ¢Como le ayudara la ciencia? Puede llegar a:co-
nocer la consistencia y las irregularidades propias del cristal,
comprobar que en una parte es mas grueso, y en otra masiino, en
una mas basto y en otra mas delicado: con todo esto, amablefilo-
sofo, ¢ cuanto se ha acercado a la luz? ¢ Cuanto ha aumentado sus
posibilidades de ver? Puedo llegar a creer que el hombre:de:genio,
el poeta, llega a romper, de algun modo, el cristal, hacia lagluz, y
siente la alegria y la tibieza que produce estar mas alla que los
demas hombres, pero, ¢no estd, también él, ciego? ¢Acaso_se ha
acercado algo al conocimiento de la verdad eterna? Déjenme lle-
var mas alla mi metafora. Algunos se alejan de la cristalera en el
sentido opuesto, hacia atras, y gritan, al darse cuenta de que no
chocan con el cristal, que no esta tras ellos, “Hemos pasado”.

Fernando Pessoa
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FONEMATO 25

1) Justifique en qué casos un sistema lineal homogéneo de tres ecuaciones con
tres incognitas tiene alguna solucién distinta de la trivial x =y =2z=0.
x+y+z=0
Xx+2y+32=0

2) Obtenga todas las soluciones del sistema {

SOLUCION

1) Un sistema lineal homogéneo de tres ecuaciones con tres incognitas tiene al-
guna solucién distinta de la trivial (x =y=2=0) siempre que laimatriz de los

coeficientes tenga rango inferior al nimero de incognitas (3).

2) Latiguillo: estamos ante un sistema lineal homogéneo = la mattizedelos co-
eficientes del sistema y la matriz ampliada sélo se diferencian en una columna
de ceros = siempre tienen el mismo rango => el sistema siempre,es. compati-
ble, pues al menos admite la solucion trivial x =y =2z=0. El sistema admitira
s6lo la solucién trivial o tendra infinitas soluciones segin que €l rango de la
matriz de los coeficientes sea igual o sea inferior al numero de inedghitas (o
sea, 3). La matriz de los coeficientes del sistema es:

A= {% ; %} = rg(A) =2 < nimero de incognitas

Como el menor de orden 2 indicado en "A" es no nulo, parametrizamos la in-

cognita "z" y la pasamos a los segundos miembros de las ecuaciofies:

X + y=-%z {X =7z
X+ 2.y = —3.2} = ly=-2z
Siendo "S" el conjunto de las infinitas soluciones del sistema, es:

S= {(z;— 2.2;2),V z 69?} c R3
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FONEMATO 26

1 0 2
Sealamatriz A=|2 1 0
31 -1

1) Calcule la inversa de A, la inversa de At ylade A-1

2) Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones

oo ]

SOLUCION
) L |12 2]
1) Es: A-l=——e Adj(A)=— 2 7 4
A 4311
|A]=-3
12 3 =1 2 =2
At={0 1 1|=AdjA)=| 2 -7 4
2 0 -1 T ==
en At sustituimos cada elemento por su adjunto
1 -1 2 -1
e Es (At)—l :(A—l)t:—o 2 =7 1|y (A—l)—l =A
312 4 1

T S ER R b
SRS R RN

El uso de "ventanas", asunto esenciél
Aprende a usar ventanas, porque facilitan mucho la lectura de lo

escrito, y tu profe te lo agradecera con su carifio y siripatia.

4
En esta ventana escribimos los razonamientos o los calculos que permiten
pasar de un lado al otro del signo de igualdad o de la flecha de implicacién

Pedrusco "A"= Pedrusco "B";Pedrusco "C'= h
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FONEMATO 27

Discuta y resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales segin los valores del

parametro "a":
5x+3y+2z+4.t=a
2xX+y+tz+t=2
3dx—y+z—t=1
X+y+2t=3
SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Sirg(A) # rg(B) = sistema incompatible

e Sirg(A) = rg(B) = nimero de incognitas = sistema compatible y determinado

e Si rg(A) = rg(B) < numero de incégnitas = sistema compatible e indeterminado

En nuestro caso:

5 3 2 4 5 3 2 4 a
2111l L2111 2
A=13 1 3B=13 5101 401

11 0 2 110 2 3

Sucede que:

a la primera columna le restamos la segunda
a la cuarta columna le restamos el doble de la segunda

R HTEEETEE
‘A‘:3—11—1:4—111:11‘11:0’Va
11 0 2 0100T

desarrollamos por los elementos de la cuarta fila

Es rg(A) =3, pues el menor de orden 3 indicado en "A" es no nulo.
El rango de "B" estd determinado por el valor del menor

5 3 2al |2 3 2 a-9
2 2 a-9
2t otz | 2 L
S R R Y v O A I VA B
1103 (010 0
Por tanto:

e Siaz7=H=#0= rg(B)=4#rg(A) = el sistema es incompatible:

e Sia=7=H=0= rg(B)=3=rg(A)< nimero de incognitas = el sistema
es compatible e indeterminado. Para calcular sus infinitas soluciones, como el
menor de orden 3 indicado en "A" es no nulo, eliminamos la cuartalecuacion y

parametrizamos la incognita "t", pasandola a los segundos ‘miembzros. de las
ecuaciones:
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5x+3y+2z=T—-41
2x+y+tz=2—t
3x—y+z=1+t

=

7T—4.t 3
2—t 1
1+t -1

2
1
1

_o—2t

X =
5 3 2
2 1 1

3 -1 1

2 2—t
_ 3 1+t

5 7—4t 2
1
1

3

5 3 2
2 1 1
3 -1 1

21
3 -1

5 3 7—4.1t
2—t
1+t

_4-4t
3

_5t—38

7=
5 3 2
2 1 1

3 -1 1

3

Asi, siendo S,—7 el conjunto de las infinitas soluciones del sistema cuandora =7,

€s:

Sxﬂ::kS_ZI'4_4I'5t_

3 73

3

SJLVte%}cm4
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FONEMATO 28

Clasifique el siguiente sistema de ecuaciones segun los valores de "a" y "b™:
ax+by+2z=1;ax+(2b-1).y+32z=1; ax+by+32z=2b-1

SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Sirg(A) # rg(B) = sistema incompatible

e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incognitas = sistema compatible y determinado

e Si rg(A) = rg(B) < nimero de incognitas = sistema compatible e indeterminado

a b 3

Como ‘A ‘ =a.(b—1) s6lo se anulasia=0 6 b=1, se tiene:

a b 2
T.a matriz "A" de los coeficientes del sistema es A = [a 2.b—-1 3:|.

e Si b#lya#0=|A|#0= rg(A)=rg(B)=3=nimero de in¢6gnitasi=> el
sistema es compatible y determinado.
e Sib=1= ‘A ‘ =0 = rg(A)<2, ylas matrices "A" y "B" se convierten éf:

a1l 3 a1 31

Como rg(A)=rg(B) =2 < numero de incégnitas, el sistema espcompatible e
indeterminado.

a1l 2 a1l 21
A=la 1 3|=1g(A)=2,Va;B= 1 3 1|=rgB)=2,Va

0o b 2 1
e Sia=0(=|A|=0=1g(A)<2),es B=|0 2b-1 3 1 ||
0 b 3 2b-1

b 2 1
Como H=|2.b—-1 3 1 |[==2b2+7b-5=0=> b={5}2, entonces:
b 3 2.b-1

* Sib#1yb#5/2= H#0 = rg(B)=3#rg(A) = sistema incompatible.

012 0121
* Sib=1,es A=|0 1 3|yB={0 1 3 1|
013 0131
Como rg(A)=rg(B)=2 < nimero de incégnitas = el sistema €s €ompati-

ble e indeterminado.

* Si b=5/2, es:
0 5/2 2 0 5/2 21
A=|0 4 3|=>rg(A)=2;B=[0 4 3 1|=>rg®B)=2
0 5/2 3 0 5/2 3 4
Como rg(A)=rg(B) =2 < numero de incégnitas, el sistema es compatible e
indeterminado.
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FONEMATO 29

Estudie la compatibilidad del siguiente sistema y resuélvalo si k = 2:
kx+y+z=3;x—ky+z=1; x+y+z=k+2

SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Sirg(A) # rg(B) = sistema incompatible

e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incognitas = sistema compatible y determinado

e Si rg(A) = rg(B) < nimero de incognitas = sistema compatible e indeterminado

k 1 1
T.a matriz "A" de los coeficientes del sistema es A = [1 -k l] )
1 1 1

Como ‘A ‘ =1—k? sélo se anula si k = +1, se tiene:

e Si kxtl= ‘A ‘ # 0 = rg(A) =rg(B) =3 = nimero de incognitas = el siste-
ma es compatible y determinado.

e Si k=1, las matrices "A" y "B" se convierten en:

1 1 1 1 1 13

Como rg(A)=rg(B) =2 < numero de incégnitas, el sistema esgcompatible e

1 1 1 1 1 13
A=|1 -1 1|=rg(A)=2;B=|1 -1 1 1|=rgB)=2

indeterminado.
e Si k=-1, las matrices "A" y "B" se convierten en:

1 11 1 111

Como rg(A)=rg(B) =2 < numero de incégnitas, el sistema es'compatible e

111 1113
A=[1 1 1|=rgA)=2;B=|1 11 1|=rgB)22

indeterminado.

e Si k=2, las matrices "A" y "B" se convierten en:

2 11 21 13
A=|1 -2 1|;B=|1 -2 1 1
1 1 1 1 1 14

La tnica solucién en tal caso, es:

3 1 1 1 31 1 1 3
1 -1 1 111 1 -1 1
3 1 1 1 31 1 1 3
Xx=—7—F—=-1;y=——F——=1; z= =
A A A
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FONEMATO 30

Estudie para qué valores de "k" el siguiente sistema es compatible indeterminado,
describiendo sus soluciones en tal caso

0.x+2ky+3z=1
X—y+z=3
9.x —y+06.kz=10
SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Sirg(A) # rg(B) = sistema incompatible

e Sirg(A) = rg(B) = nimero de incognitas = sistema compatible y determinado

e Si rg(A) = rg(B) < nimero de incognitas = sistema compatible e indeterminado

6 2k 3
La matriz "A" de los coeficientes del sistema es A = [1 -1 1 }, siendo:
9 -1 6.k

Al=66-3k-212)=0=k={_ ,

Por tanto:

o Si k#1yk#-5/2=|A|#0= rg(A)=rg(B)=3=nimero de inedggitas =
el sistema es compatible y determinado.

o Si k=-5/2 el sistema es incompatible, pues rg(A) # rg(B):

6 =5 3 | 6 =5 3 1
A=|1 -1 1 |=g(A)=2;B=(1 -1 1 3 |=rgB)=3
9 -1 -15 9 -1 —15 10
e Si k=1 las matrices "A" y "B" se convierten en:
6 2| 3] 6 2 3 1
A=l1 1 1|=rg(A)=2;B=[1 -1 1 3 |=rgB)=2
9 -1 6 9 -1 6 10

St rg(A) =rg(B) =2 < nimero de incognitas, el sistema es compatiblepe inde-
terminado. Para calcular sus infinitas soluciones, como el menor de otden 2
indicado en "A" es no nulo, eliminamos la tercera ecuacion y parametfizamos
la incognita "z", pasandola a los segundos miembros de las ecuaciones; resulta:
6.x+2.y=1- 3.2} N {X =(7-5.2)/8
X—y=3—z y=(3.2—-17)/8
Si Sk=_5/2 el conjunto de las infinitas soluciones del sistema, es:
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FONEMATO 31

Discuta siguiente sistema segun los valores del parametro "k":
x—y+z=2; x+ky+z=8; kx+y+kz=10

SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Sirg(A) # rg(B) = sistema incompatible

e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incognitas = sistema compatible y determinado

e Si rg(A) = rg(B) < nimero de incognitas = sistema compatible e indeterminado

1 -1 1 1 -1 1 2
En nuestro caso:es A=1 k 1|y B=|1 k 1 8
k 1 k k 1 k 10
Sucede que para todo "k" es ‘A‘ =0, por lo que para todo "k" es rg(A)<3.
1 -1 2
Es: rgB)=rgl1l k 8
k 1 10
%\f—/
W

eliminamos la tercera columna de "B", pues es igual a la primera

Como ‘W‘: k2 —k—2 seanulasi k=2 6 k=-1, entonces:
o Sik#2yk#-1=|W|#0= rg(B)=3#1g(A) = sistema incompatible.

e Si k=-1, las matrices "A" y "B" se convierten en:

-1 1 -1 -1 1 -1 10
Como rg(A) # rg(B), el sistema es incompatible.

1 -1 1 1 -1 1 2
A=[1 -1 1 |=reA)=1;B=|1 -1 1 8 |=rgB)=2

e Si k=2, las matrices "A" y "B" se convierten en:
1 -1 1 1 -1 1 2
A=|1 2 1|=rA)=2;B=|1 2 1 8 |=roeB)=2
2 1 2 2 1 210

Como rg(A)=rg(B)=2 < numero de incégnitas, el sistema es/compatible e
indeterminado.

Estudiar Matematicas a muerte
es la mejor gimnasia para
desarrollar las habilidades

gue garantizan el éxito en

las Carreras de Ciencias: TO ‘
disciplina mental, facultad EVANG%LIOS
de abstraccion y capacidad INCLUSO LOS

de razonamiento. APOCRIFOS
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FONEMATO 32
Discuta y resuelva el siguiente sistema segun los valores del parametro "k":
x+y+z=k+1
kx+ky+(k-1).z=k
x+tky+z=1

SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Si rg(A) # rg(B) = sistema incompatible

e Si rg(A) = rg(B) = numero de incognitas = sistema compatible y determinado

e Sirg(A) = rg(B) < nimero de incognitas = sistema compatible e indeterminado

1 1 1
T.a matriz "A" de los coeficientes del sistema es A = [k k k- 1].
1 k 1

Determinemos los valores de "k" que anulan al determinante de "A"™:
|Al=k-1=0=k=1

Por tanto:

e Si k#1= ‘ A ‘ # 0= rg(A)=3=rg(B) =naimero de incégnitas = el sistema

es compatible y determinado; su tnica solucién es:

k+1 1 1 1 k+1 1 1 1 k+1
k k k-1 k k k-1 vk ok
1 k 1 1 1 1 1 kK 1
X = =..; V= = ..y Z= =
A A (A

e Si k=1, las matrices "A" y "B" se convierten en:

111 111 2

A=|11 0|=rgA)=2;B=|11 0 1|=>rgB)=3
111 1110

Como rg(A) # rg(B), el sistema es incompatible.

EL PROFESOR QUE CORRIGE TU EXAMEN

Todos los profesores son de la misma opinidn: corregir examenes no gusta a nadie,
no es trabajo agradable enfrentarse por n-ésima vez a la tarea de leerdy puntuar un
montdn de folios escritos por principiantes que en muchos casos no tienen ni idea y
so6lo escriben barbaridades y estupideces sobre el asunto de sota, caballo'y rey que
por j-ésima vez cae en examen. Por eso, cuando un profe se sient@™a cowegir
examenes no suele estar de buen humor.

Asi las cosas, no hace falta ser un lince para entender que lo que escribamos en
examen debe diferenciarnos positivamente de los demas... y para conseguir tal
diferenciacién basta escribir pensando que el profe que te ha de corregir no se
lo sabe y por tanto hay que llevarle de la mano, explicandole todos los aspectos
relevantes de las conexiones neuronales que establezcamos en cada caso.
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FONEMATO 33

Discuta y resuelva el siguiente sistema segun los valores del parametro "k":
—x—kz=k ; x+y+32z=5; 2x+ky=0

SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Sirg(A) # rg(B) = sistema incompatible

e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incognitas = sistema compatible y determinado

e Si rg(A) = rg(B) < nimero de incognitas = sistema compatible e indeterminado
La matriz "A" de los coeficientes del sistema es:

-1 0 -k
A=l1 1 3 |;
2 k 0

e Si k20yk#5=|A|#0= rg(A)=rg(B)=3=ntmero de indgnitas = el

sistema es compatible y determinado; su tinica nos la da Cramer:

0
5

Al=5k-k2=0=k={

k 0 -k -1 k -k -1 0 k

51 3 1 5 3 1 15

0 k 0 2 0 0 2 k0

X=—————— = .. yE——————— = ... ; 2= — = ...
Al A A
e Si k=0, las matrices "A" y "B" se convierten en:
-1 0[O0 -1 000
A=|1 1]3|=reA)=2;B=|1 1 3 5|=1eB)=2

2 00 2 000

Siendo rg(A)=rg(B)=2 < nimero de incégnitas, el sistema es compatible e

indeterminado. Para calcular las infinitas soluciones del sistema, como-el me-
nor de orden 2 indicado en "A" es no nulo, eliminamos la tercera ecuacion y
parametrizamos la incégnita "z", pasandola a los segundos micmbrostde las
ecuaciones; resulta:

X+;=g—3.z}:>{);=g—3.z
Denotando Si—( al conjunto de las infinitas soluciones del sistema, es:
Sk=0 ={(0;5-3.2;2), V z e R} =
={(0;5;0)+ (0;—3.2;2), V z e R} =
={(0;5;0)+ z® (0;—3;1), V z e R} = R3

e Si k=5, las matrices "A" y "B" se convierten en:

-1 0 5 -1 0 5 5
A=|1 1 3|=rg(A)=2;B=|1 1 3 5|=1gB)=3
2 50 2 500
Como rg(A) # rg(B), el sistema es incompatible.
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FONEMATO 34

Discuta y resuelva el siguiente sistema segun los valores del parametro "k":

x+y+z=1;2x+y+kz=1; 4.X+y+k2.Z:k

SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Sirg(A) # rg(B) = sistema incompatible

e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incognitas = sistema compatible y determinado

e Si rg(A) = rg(B) < numero de incégnitas = sistema compatible e indeterminado

T.a matriz "A" de los coeficientes del sistema es:

11 1
A=2 1 k |;
4 1 k2

e Si kilyk¢2:>‘A‘;t():>rg(A):rg(B)=3=m’1mero de incognitas = el

1
2

Al=-K2+3k-2=0=k={

sistema es compatible y determinado; su unica solucion la obtenemos mediante
la regla de Cramer:

11 1 11 1 111
11 k 21 k 211
k 1 k2 4 k k2 4 1 k
X = S VE T T S 2= =
4] 4] 4]

e Si k=1, las matrices "A" y "B" se convierten en:

4 11 4 111

Siendo rg(A)=rg(B)=2 < nimero de incdgnitas, el sistema es/compatible ¢

111 1111
A=[2 1] 1]|=re(A)=2;B=[2 1 1 1|=reB)=2

indeterminado. Para calcular sus infinitas soluciones, como el menor de orden
2 indicado en "A" es no nulo, eliminamos la tercera ecuaciéon y parametriza-
mos la incognita "z", pasiandola a los segundos miembros de lasiecuaciones;

resulta:
x+y=1-z2 x=0
2.X+§77=1—z}:>{y=1—z
Denotando Si—1 al conjunto de las infinitas soluciones del sistema, es:
Sk=1 ={(0;1—=2;2), V ze R} ={(0;1;0) + (05— 2;2), V ze R} =
={(0;1;0) + z® (0;— 1;1), V ze R} c R
e Si k=2, las matrices "A" y "B" se convierten en:
111 1111
A—{Z 1 2]:>rg(A)—2;B—[2 1 2 1]:>rg(B)—3
41 4 41 4 2

Como rg(A) # rg(B), el sistema es incompatible.
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FONEMATO 35

Discuta el siguiente sistema segin los valores del parametro "k", calculando sus
infinitas soluciones cuando las tenga:

2x+ky+z=2
kx—2z=1
X+y+ 2.z=1
SOLUCION

Latiguillo: para un sistema lineal de ecuaciones con matriz de coeficientes "A" y
ampliada "B", el Teorema de Rouché-Frobenius establece que:

e Sirg(A) # rg(B) = sistema incompatible

e Si rg(A) = rg(B) = nimero de incognitas = sistema compatible y determinado

e Si rg(A) = rg(B) < numero de incégnitas = sistema compatible e indeterminado

Determinemos los valores de "k" que anulan el determinante de "A'"s

2 k1
A=k 0 -1]|;
11 2

e St kz1tl= ‘A‘ # 0 = rg(A)=rg(B) =3 =numero de incégnitas«=>nel siste-
ma es compatible y determinado.

Al=2-2Kk2=0= k==l

e Siendo k =1, las matrices "A" y "B" se convierten en:

2 1] 1 21 1 2
A=|1_0] -1|=1gA)=2;B=|1 0 -1 1|=rgBy=2
11 2 11 21

Siendo rg(A)=rg(B)=2 < nimero de incognitas, el sistema es compatible e

indeterminado. Para calcular sus infinitas soluciones, como el ménor de orden
2 indicado en "A" es no nulo, eliminamos la tercera ecuacion y patametriza-

mos la incégnita "z", pasandola a los segundos miembros de las ecuaciones;
resulta:

2x+y=2-z :>{X21+Z
x=1+z2 y=-3.z

Denotando Sy -1 al conjunto de las infinitas soluciones del sistemayes:
Sk=1 ={(1+2;-3.2;2), V zeR} ={(1,0;0) + z® (1;- 3;1), V 2€R} c R3

e Si k=-1, las matrices "A" y "B" se convierten en:

2 -1 1 2 -1 1 2
A=|-1 0 -1|=re(A)=2;B=|-1 0 -1 1|=rgB)=3
1 1 2 1 1 21

Como rg(A) # rg(B), el sistema es incompatible.

Sistemas de Ecuaciones Lineales 122
© Rafael Cabrejas Hernansanz



	ENUNCIADOS DE LOS EJERCICIOS DE EXAMEN
	CÁLCULO MATRICIAL
	SISTEMAS LINEALES
	ESPACIO VECTORIAL
	ESPACIO AFÍN TRIDIMENSIONAL
	CONTINUIDAD
	DERIVABILIDAD
	ROLLE, LAGRANGE Y CAUCHY
	REGLA DE L’HOSPITAL
	OPTIMIZACIÓN
	REPRESENTACIÓN DE CURVAS
	CÁLCULO DE PRIMITIVAS
	INTEGRALES DEFINIDAS
	ÁREAS Y VOLÚMENES
	PROBABILIDAD
	VARIABLES ALEATORIAS

	SOLUCIONES
	CÁLCULO MATRICIAL
	FONEMATO 01
	FONEMATO 02
	FONEMATO 03
	FONEMATO 04
	FONEMATO 05
	FONEMATO 06
	FONEMATO 07
	FONEMATO 08
	FONEMATO 09
	FONEMATO 10
	FONEMATO 11
	FONEMATO 12
	FONEMATO 13
	FONEMATO 14
	FONEMATO 15
	FONEMATO 16
	FONEMATO 17
	FONEMATO 18
	FONEMATO 19
	FONEMATO 20
	FONEMATO 21
	FONEMATO 22
	FONEMATO 23
	FONEMATO 24
	FONEMATO 25
	FONEMATO 26
	FONEMATO 27
	FONEMATO 28
	FONEMATO 29
	FONEMATO 30
	FONEMATO 31
	FONEMATO 32
	FONEMATO 33
	FONEMATO 34
	FONEMATO 35
	FONEMATO 36
	FONEMATO 37
	FONEMATO 38
	FONEMATO 39
	FONEMATO 40
	FONEMATO 41

	SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
	FONEMATO 01
	FONEMATO 02
	FONEMATO 03
	FONEMATO 04
	FONEMATO 05
	FONEMATO 06
	FONEMATO 07
	FONEMATO 08
	FONEMATO 09
	FONEMATO 10
	FONEMATO 11
	FONEMATO 12
	FONEMATO 13
	FONEMATO 14
	FONEMATO 15
	FONEMATO 16
	FONEMATO 17
	FONEMATO 18
	FONEMATO 19
	FONEMATO 20
	FONEMATO 21
	FONEMATO 22
	FONEMATO 23
	FONEMATO 24
	FONEMATO 25
	FONEMATO 26
	FONEMATO 27
	FONEMATO 28
	FONEMATO 29
	FONEMATO 30
	FONEMATO 31
	FONEMATO 32
	FONEMATO 33
	FONEMATO 34
	FONEMATO 35

	ESPACIOS VECTORIALES
	FONEMATO 01
	FONEMATO 02
	FONEMATO 03
	FONEMATO 04
	FONEMATO 05
	FONEMATO 06
	FONEMATO 07
	FONEMATO 08

	ESPACIO AFÍN TRIDIMENSIONAL
	FONEMATO 01
	FONEMATO 02
	FONEMATO 03
	FONEMATO 04
	FONEMATO 05
	FONEMATO 06
	FONEMATO 07
	FONEMATO 08
	FONEMATO 09
	FONEMATO 10
	FONEMATO 11
	FONEMATO 12
	FONEMATO 13
	FONEMATO 14
	FONEMATO 15
	FONEMATO 16
	FONEMATO 17
	FONEMATO 18
	FONEMATO 19
	FONEMATO 20
	FONEMATO 21
	FONEMATO 22
	FONEMATO 23
	FONEMATO 24
	FONEMATO 25
	FONEMATO 26
	FONEMATO 27
	FONEMATO 28
	FONEMATO 29
	FONEMATO 30
	FONEMATO 31
	FONEMATO 32
	FONEMATO 33
	FONEMATO 34
	FONEMATO 35
	FONEMATO 36
	FONEMATO 37
	FONEMATO 38
	FONEMATO 39
	FONEMATO 40
	FONEMATO 41
	FONEMATO 42
	FONEMATO 43
	FONEMATO 44
	FONEMATO 45
	FONEMATO 46
	FONEMATO 47
	FONEMATO 48
	FONEMATO 49
	FONEMATO 50
	FONEMATO 51
	FONEMATO 52
	FONEMATO 53
	FONEMATO 54
	FONEMATO 55
	FONEMATO 56
	FONEMATO 57
	FONEMATO 58
	FONEMATO 59
	FONEMATO 60
	FONEMATO 61
	FONEMATO 62
	FONEMATO 63
	FONEMATO 64
	FONEMATO 65
	FONEMATO 66
	FONEMATO 67
	FONEMATO 68
	FONEMATO 69
	FONEMATO 70
	FONEMATO 71
	FONEMATO 72
	FONEMATO 73
	FONEMATO 74
	FONEMATO 75
	FONEMATO 76
	FONEMATO 77
	FONEMATO 78
	FONEMATO 79
	FONEMATO 80
	FONEMATO 81
	FONEMATO 82
	FONEMATO 83
	FONEMATO 84
	FONEMATO 85
	FONEMATO 86
	FONEMATO 87
	FONEMATO 88
	FONEMATO 89
	FONEMATO 90
	FONEMATO 91
	FONEMATO 92
	FONEMATO 93
	FONEMATO 94
	FONEMATO 95
	FONEMATO 96
	FONEMATO 97
	FONEMATO 98
	FONEMATO 99
	FONEMATO 100
	FONEMATO 101

	CONTINUIDAD
	FONEMATO 01
	FONEMATO 02
	FONEMATO 03
	FONEMATO 04
	FONEMATO 05
	FONEMATO 06
	FONEMATO 07
	FONEMATO 08
	FONEMATO 09
	FONEMATO 10
	FONEMATO 11
	FONEMATO 12
	FONEMATO 13
	FONEMATO 14

	DERIVABILIDAD
	FONEMATO 01
	FONEMATO 02
	FONEMATO 03
	FONEMATO 04
	FONEMATO 05
	FONEMATO 06
	FONEMATO 07
	FONEMATO 08
	FONEMATO 09
	FONEMATO 10
	FONEMATO 11
	FONEMATO 12
	FONEMATO 13
	FONEMATO 14
	FONEMATO 15
	FONEMATO 16

	ROLLE, LAGRANGE Y CAUCHY
	FONEMATO 01
	FONEMATO 02
	FONEMATO 03
	FONEMATO 04
	FONEMATO 05
	FONEMATO 06
	FONEMATO 07
	FONEMATO 08
	FONEMATO 09
	FONEMATO 10
	FONEMATO 11
	FONEMATO 12
	FONEMATO 13
	FONEMATO 14
	FONEMATO 15
	FONEMATO 16
	FONEMATO 17
	FONEMATO 18
	FONEMATO 19
	FONEMATO 20
	FONEMATO 21
	FONEMATO 22
	FONEMATO 23
	FONEMATO 24

	REGLA DE L’HOSPITAL
	FONEMATO 01
	FONEMATO 02
	FONEMATO 03
	FONEMATO 04
	FONEMATO 05
	FONEMATO 06
	FONEMATO 07
	FONEMATO 08

	OPTIMIZACIÓN
	FONEMATO 01
	FONEMATO 02
	FONEMATO 03
	FONEMATO 04
	FONEMATO 05
	FONEMATO 06
	FONEMATO 07
	FONEMATO 08
	FONEMATO 09

	REPRESENTACIÓN DE CURVAS
	FONEMATO 01
	FONEMATO 02
	FONEMATO 03
	FONEMATO 04
	FONEMATO 05
	FONEMATO 06
	FONEMATO 07
	FONEMATO 08
	FONEMATO 09
	FONEMATO 10
	FONEMATO 11
	FONEMATO 12
	FONEMATO 13
	FONEMATO 14
	FONEMATO 15
	FONEMATO 16
	FONEMATO 17
	FONEMATO 18
	FONEMATO 19
	FONEMATO 20
	FONEMATO 21
	FONEMATO 22
	FONEMATO 23
	FONEMATO 24
	FONEMATO 25
	FONEMATO 26
	FONEMATO 27
	FONEMATO 28
	FONEMATO 29
	FONEMATO 30
	FONEMATO 31
	FONEMATO 32

	CÁLCULO DE PRIMITIVAS
	FONEMATO 01
	FONEMATO 02
	FONEMATO 03
	FONEMATO 04
	FONEMATO 05
	FONEMATO 06
	FONEMATO 07
	FONEMATO 08
	FONEMATO 09
	FONEMATO 10
	FONEMATO 11
	FONEMATO 12
	FONEMATO 13
	FONEMATO 14
	FONEMATO 15
	FONEMATO 16
	FONEMATO 17
	FONEMATO 18

	INTEGRALES DEFINIDAS
	FONEMATO 01
	FONEMATO 02
	FONEMATO 03
	FONEMATO 04
	FONEMATO 05
	FONEMATO 06
	FONEMATO 07
	FONEMATO 08
	FONEMATO 09
	FONEMATO 10
	FONEMATO 11
	FONEMATO 12
	FONEMATO 13
	FONEMATO 14

	CÁLCULO DE ÁREAS Y VOLÚMENES
	FONEMATO 01
	FONEMATO 02
	FONEMATO 03
	FONEMATO 04
	FONEMATO 05
	FONEMATO 06
	FONEMATO 07
	FONEMATO 08
	FONEMATO 09
	FONEMATO 10
	FONEMATO 11
	FONEMATO 12
	FONEMATO 13
	FONEMATO 14
	FONEMATO 15
	FONEMATO 16
	FONEMATO 17
	FONEMATO 18
	FONEMATO 19
	FONEMATO 20
	FONEMATO 21
	FONEMATO 22
	FONEMATO 23
	FONEMATO 24
	FONEMATO 25
	FONEMATO 26
	FONEMATO 27
	FONEMATO 28
	FONEMATO 29
	FONEMATO 30
	FONEMATO 31
	FONEMATO 32
	FONEMATO 33
	FONEMATO 34
	FONEMATO 35
	FONEMATO 36
	FONEMATO 37
	FONEMATO 38
	FONEMATO 39
	FONEMATO 40
	FONEMATO 41

	PROBABILIDAD
	FONEMATO 01
	FONEMATO 02
	FONEMATO 03
	FONEMATO 04
	FONEMATO 05
	FONEMATO 06
	FONEMATO 07
	FONEMATO 08
	FONEMATO 09
	FONEMATO 10
	FONEMATO 11
	FONEMATO 12
	FONEMATO 13
	FONEMATO 14
	FONEMATO 15
	FONEMATO 16
	FONEMATO 17
	FONEMATO 18
	FONEMATO 19
	FONEMATO 20
	FONEMATO 21
	FONEMATO 22
	FONEMATO 23
	FONEMATO 24
	FONEMATO 25
	FONEMATO 26
	FONEMATO 27
	FONEMATO 28
	FONEMATO 29
	FONEMATO 30
	FONEMATO 31
	FONEMATO 32
	FONEMATO 33
	FONEMATO 34
	FONEMATO 35
	FONEMATO 36
	FONEMATO 37

	VARIABLES ALEATORIAS
	FONEMATO 01
	FONEMATO 02
	FONEMATO 03
	FONEMATO 04
	FONEMATO 05
	FONEMATO 06





