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Dios invento el nimero natural, lo
demas es obra del hombre

Kronecker
1.1 LOS NUMEROS REALES
Desde nuestra mas tierna infancia todos estamos familiarizados numeros
naturales 1, 2, 3, 4, 5, .... pues con ellos aprendimos a "contar’, mos visuali-
zar dicho conjunto si, tomando como "soporte" una rec nvenimos en

representar cada nimero natural mediante un punto.

VISUALIZACION DE LOS NATU%ES

1 2345 6 7 8 9 trectasoporte

Con los nimeros naturales no puede irse muy lej s todos son positivos; asi,

dados dos numeros naturales "a" y "b", no s existe otro numero natu-
ral "x" tal que a + x = b. Por ejemplo, 4 + x :e =—2, que no es un numero

natural.

Esta limitacion del conjunto de los
conjunto de los numeros enteros (0,

naturales no se presenta en el
,2,—2,3,—3,.....). Consideramos
que el nimero "cero" es entero; el "cereffey tan especial que hasta bien entrado el
segundo milenio de nuestra era no §cile,admitié como numero, para los sabios

del siglo XI no era un nimero. q l
Si convenimos en representar & ero entero mediante un punto, podemos

visualizar el conjunto de dichoMeros.

32 -1 0 1 2 3

<

Con los enteros ta
pues dados dos n
tal que a.x = b.

puede irse muy lejos ni construir puentes muy largos,
mwn

s enteros "a" y "b", no siempre hay otro entero "x"
emplo, 7.x =5=>x=5/7, que no es entero. Esta limita-

cion de los en o se presenta en el conjunto de los nimeros racionales,
que son 1 pueden expresarse como cociente entre un NUMEro entero y otro
natural. @modo: son racionales los numeros que tienen un nimero fini-
to de cifra ecimales, y también los numeros periédicos (todo numero
periodico se puede expresar como cociente entre un nimero entero y otro natu-

ral).

La visualizacion del conjunto de los niumeros racionales es asunto delicado, pues
por "parecidos” que sean dos racionales entre ellos hay infinidad de racio-
nales, y eso hace que el sentido de la vista pueda enganarnos al representar
cada numero racional mediante un punto.
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Por ejemplo, considera los numeros racionales "a" y "b":

a= 7'68673859347827645627838348342723474237412389734987
b=7'68673859347827645627838348342723474237412389734988

Es evidente que son distintos y no muy famosos; ademas "a" es menor que "b" y
ambos estan comprendidos entre los numeros 7 y 8. Por tanto, al visualizar los

nameros 7, 8, "a" y "b" obtendremos algo patecido a lo que sigue:
7 ab 8 t rect orte
Como entre los nimeros racionales "a" y "b" hay infinidad de os raciona-

les, para visualizarlos todos debenamos marcar infinidad de pLQ tre el punto
que representa al nimero "a" y el que representa al nimero s{ las cosas, es
claro que los numeros racionales comprendidos entre "a§ 'b" estan como

sardinas en lata, tan "apretados™ que, a simple visfa, pedria parecer que
constituyen un "todo continuo” y que "llenan por co o" la recta soporte,

podrla parecer que la visualizacion de los racionale pia recta soporte, un
"rail continuo" por el que rodaria con sigilo el t tigura, sin el escandalo
que se produce si los railes estain un poco separa que la via no se levante

por la dilataciéon que sufre cuando aprieta la uando canta la calandria y
contesta el ruisefior.

A simple vista, la visualizacién del conjunto de los nimeros racionales
parece una recta, un todo continuo ...... pero no lo es

Si mirdsemos con mlcrosco mos que en realidad los numeros racio-
nales no forman un todo ; es decir, no llenan por completo la recta
soporte, pues "eso" que a VIsta parece un "todo continuo” esta infec-
tado de agujeros: cad e ellos corresponde a un numero de los
llamados "irracionales" ro con infinitos decimales y no periédico), como
los numeros Hamados iraiz cuadrada de dos" (no hay ningtn racional cuyo
cuadrado sea 2, por ecesarlo "inventar" un numero que cumpla esa con-
dicion; se denota \/_

Aunque geométri te no es posible distinguir un nimero racional de otro
irracional, 1a si te’figura es un burdo intento de la imposible visualizacion del

conjunto de los fémeros racionales.

Burdo intento de visualizacién del conjunto de los nimeros racionales

Al unir el conjunto de los racionales y el de los irracionales se obtiene el
conjunto R de los numeros "reales". Para visualizarlo basta anadir los nume-
ros irracionales al rail infectado de agujeros que forman los racionales, con
lo que cada agujero es "tapado" por el correspondiente irracional ..... y al ha-
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cer eso, la recta soporte se llena por completo, resultando un "todo conti-
nuo” que llamamos recta real. Como cada punto de la recta real representa a
un numero real, en adelante consideraremos sindnimas las palabras "nume-
ro" y "punto”.

(% Q Recta real - s: 't %
| ij | | ‘é E | i | |
—4 0 2 T 6 8
1.2 LA RECTA REAL @LIADA

e [lamamos recta real ampliada al conjunto que resulta al a a R los sim-
bolos +eo ("mas infinito"; o sea, como estar hiperpodrido @de dinero) y —oo
("menos infinito", como estar hiperpodrido de deudas).

jOjo!: +o y — N0 son numeros, y para
todo numero real "x", es: —o < X < o0

e En general, con +e y —o no tienen sentic&peraciones que hacemos
con los nimeros; en concreto, carecen de @10 las siguientes expresiones:

(o0) + (=o0) 5 0.(+00) ; 0.(=o0 ; = =

o —o00 —+oo —o0

No obstante, convenimos que:
(00).(Ho0) = (—o0).(—o0) =

También convenimos que, Y
K=t %m X+ (o0) = (o0) F (oo) = o0

400 si x>0
—c0 51 x <0

(to0).x =

—cosi x>0
_°°)‘<_°°)'X‘{+oo six<0

<
\ X _ X _
o - =

1.3 VAI$ABSOLUTO DE UN NUMERO REAL
souto

e FE] valor ab

del nimero real "x" es el numero real no negativo que de-

x six=20
xI={

notam siendo

—x six<0
e Si"x" e"y" son nimeros reales, se cumplen las siguientes propiedades:
|x[>0six#0 ; |0|=0
Ix|<k=-k<x<k (sik>0)
[xoy|=[xLly| 5 [x+y|<[x]+|y] 5 [x=y|=[[x[-]y]
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1.4 INTERVALOS DE LA RECTA REAL

y "b" numeros reales tales que a <b, llamamos intervalos de origen

" "

Siendo

a"y extremo "b" a los siguientes subconjuntos de R:

]={x e R /a<x<b}=intervalo "cerrado" [a;b], incluye a "a" ya "b"
(a;b) ={x € R /a<x < b} =intervalo "abierto" (a;b), excluye a "a" ya"b"
[2;b)={x € R /a<x <b}=intervalo "cerrado" por la izquierda

y "abierto" por la derecha
(a;b]={x € R /a<x < b} =intervalo "abierto" por la i@a

y "cerrado” por la derech
De "a" también se dice que es el extremo inferior del mteggde "B se dice

que es el extremo superior. Del nimero real positivo "b —at’se dice que es la

amplitud del intervalo. Por ejemplo: \’
9)={xeR/4<x<9} ; (2-5)—{@2@«5}
[— 4 2) {xeR/-4<x<2} ; (6;8 & /6<x<8}
Los cuatro intervalos anteriores tienen amplitud fi pues el valor absoluto de

et "x" del intervalo; para ex-

s. Se dice que un intervalo es
;8] v [659].

infinita; también se dice que son
oluto de "x" puede hacerse infini-

no se hace infinitamente grande en ningun
presar esto de modo rapido se dice que son a
compacto si es cerrado y acotado, como |

Los cuatro intervalos siguientes tienen
no acotados, para asi indicar que el v

tamente grande en puntos "x" del inte
a+00) {XEEK/X (a;+00)={X€EK/X>a}
—o0;4] {Xem‘ ; (—ooza)={xeR/x<a}
ONJUNTOS R?, R®°, ... , R"
e El conjunto R2 = %2)/x; € R,V i=1,2} lo forman los pares or-
denados de numeros ; que en términos geométricos forman un plano; es
decir, un universo b 1onal Como cada punto de este plano representa a
un elemento de lo sucesivo consideraremos que al hablar de un
"punto” de 9{2 bla de un elemento de dicho conjunto.
-. Si te bebes 3 \
/ X R2 litros de vino y 2
2 59 de cerveza, eso
/ ( )> X1 corresponde a
3 un punto de R2

e El conjunto R3 = {; =(x1;x2;x3)/x; €R,Vi= 1,2,3} lo forman las ter-

nas ordenadas de numeros reales, que en términos geométricos forman el
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universo tridimensional que percibimos con los sentidos; cabe decir que vivi-
mos en R3. Como cada punto de este universo tridimensional representa a un
elemento de N3, en lo sucesivo consideraremos que al hablar de un "pun-
to" de N3 se habla de un elemento de dicho conjunto.

Si te bebes 1 litro de vino, 3 de

*3 cerveza y 2 de ginebra, eso
corresponde a un punto de R3
: 4
(1;3;2) | R
1 75 > X2 [Vaya

castanal
X1

L
meros reales:

R4 ={§=(x1;xz;x3;X4)/Xie , _1,2,3,4}
L 4

Aunque ni los japoneses pueden visualizar 3E‘N es posible dibujar con 4

e El conjunto R4 lo forman los cuartetos ordenado

ejes), en lo sucesivo consideraremos que r de un "punto” de R4se
habla de un elemento de dicho conjunto. 0

e Y asi sucesiva e indefinidamente .... el @nto R" lo forman las n-uplas
.

(X1;X2; ... ;Xp) ordenadas de nﬁmw

Rn = {§= (X13;X25 ... ;@Xi eR,Vi=123,.. ,n}

En lo sucesivo consideraremo @I hablar de un punto de R™ se habla
de un elemento de dicho c%nj%

1.6 CORRESP CIA ENTRE CONJUNTOS

Siendo "A" y "B" conjuntos quiera,

se llama correspondenci "en "B" A % B

a todo criterio o ley que dseci€ elementos Pera o—| w9

de "A" con elementw "B". Si el 177 @ >< N eLuna

nombre del criterio \, para expresar Pato e o Alivio
nen ; nAmN T .< ’SHSPIIO

que "f' es una co@ndenaa de "A "

en "B" escribi A +— B, diciendo

que "A"eselc o inicial de "f", y "B" el conjunto final.

al criterio e asocia elementos de "A" con elementos "B"; por tanto, queda
efinida u orrespondencia’ de e en el mismo instante en que se

definida un rr dencia" de "A" en "B" en el mismo instant

establece un criterio que asocie elementos de "A" con elementos "B", aunque ese

criterio sea absurdo o chiripitiflattico.

En la deﬁ@ "correspondencia” no se impone ninguna restricciéon o traba

Observa: en el conjunto inicial "A" puede haber elementos a los que "f" no les
asocia ningun elemento del conjunto final "B"; también puede ocurrir que "f"
asocie varios elementos de "B" a un mismo elemento de "A".
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Importantisimo: si "x" es un elemento
del conjunto inicial "A", para referirnos al ele- —

mento del conjunto final "B" que "f" asocia a
"x", escribiremos "f(x)", que los profesionales
leen "efe de x" ..... y los principiantes deben leer

imagen de "x" segun "f".

X > {(x)

jEstan condenados al fracaso los princi-

piantes que se empecinen en leer como

los profesionales!, pues tras la notacién

"f(x)" hay 5 protagonistas:

1) Un conjunto "A"; es protagonista "invisible", pues
"A" no aparece por ningtin lado en la notacion "f(x)".

2) Un conjunto "B"; también invisible.

3) Una ley "f' que asocia elementos de "A" con ele-
mentos de "B"; es protagonista "visible", pues en la
notacion "f(x)" hay una "f".

4) El elemento "x" del conjunto "A"; también visible,

pues en la notacién "f(x)" hay una "x".

5) El quinto protagonista es un elemento del conjunto
"B", pero no un elemento cualquiera de "B", el quinto
protagonista es el elemento de "B" que la ley "f" aso-
cia a "x", y para denotatlo nadie ha inventado una

notaciéon mas clara y concisa que "f(x)".

Si "f(x)" lo lees imagen de "x" segun "f" te sera mas

facil tener a la vez en el cerebro los 5 protagonistas

que esconde la notacion "f(x)" ...... y todo lo enten-
deras mucho mejor

|
1.7 FEINCION REAL DE VARIABLE REAL

El concepto de fuRgiGh gener6 mucha polémica entre los sabios de los siglos
XVIII y XIX, y_hube que esperar hasta que Dirichlet zanjé el asunto en el ano
1854, llamando¥uneion real de variable real a toda cotrespondencia f: 3R R;

o sea, unaffieion real de variable real es una ley f
o criterio\ i que asocia nimeros reales con R — R
nameros real€s. Para expresar que el nimero

real x € Rinjcial puede ser el que queramos, se X > £(x)

n_n

dice que "x" es una variable independiente .....
y para indicar que el numero real f(x) € Rfnal

que "f" asocia a "x" escapa por completo a nuestro control (pues es "f" quien de-

cide el valor de "f(x)"), se dice que "f(x)" es una variable dependiente.

Tema 1. Campos escalares y vectoriales 7



Se dice que f: R R es una funcion real porque el conjunto final de "f" es el de
los reales, y se dice que "f" es de variable real porque el conjunto inicial de "f" es
el de los reales. Siguiendo el criterio de Dirichlet, si el conjunto inicial de "f" fue-
se el de los numeros racionales y el final fuese el de los reales, ditffamos que "f" es
una funcién real de variable racional.

Como sélo trabajaremos con funciones reales de variable real, por economia, pa-
ra referirnos a una llamada "f", diremos sé6lo sea la funcion "f". Por ejemplo,
al hablar de la funcién f:R—> R tal

que f(x)=x/(x—1), hablamos del cri- R % R

terio "f" que al numero real "x" le aso- X ® > ox/(x —1)
cia el numero real x/(x —1). Por tanto, 5e > e5/(5-1)
al nimero 5 la ley "f" le asocia el 9e »e9/(9-1)

numero 5/(5—1), y al 9 le asocia el
9/(9 —1); para expresarlo escribimos £(5)=5/(5—-1) y#9)&9/(9-1).

.\ Entenderas la importancia de lasyfufigiofies reales de Varm
real si piensas que la variable indepefidiente "x" expresa la can-
tidad de capital que emplea ufa,empresa y que la variable

dependiente "f(x)" exprdSa st produccion de acero:

capital S8 produccion

/
1.8 CAMPO ESCALAR

Se llama campo escalar a todageorfespondencia f:R2 >R que asocie ele-

mentos del conjunto R con nUmcFds reales. De "f"' también se dice que es una
funcion real de "n" variables réales. Siendo x = (xq; ... ;x,) € R?, para indicar

que cada uno de los "n" nametos reales xq,...,xy que forman x puede ser los

que queramos, se dicegigue” X{,...,Xy son - f o
variables independientesW; para indicar que el —
namero real f(x) que “fasocia a x escapa por

completo a nuestrgmeofitrol, pues es la ley "f" X > £(x)

quien decide el valer'dé f(x), se dice que f(x) es
una variable dependiente.

Por ejemploycl campo escalar £:R2 > R (funcion real de dos variables reales)

tal que f(Xsx)) = x1/(x2 —1) es el %2 R
criterio que al punto (x1;xp) € R2 —

le asocia el numero real x1/(xp —1). (x15%2) > x1/(x2 = 1)
Asi, él punto (5;7) € R2 laley "f" le ((i,,?) :i//((;:%
asocia el numero real 5/(7—-1), y a

(4;3) € R2 le asocia 4/(3 —1); y escribimos £(5;7)=5/(7-1) y £(4;3)=4/(3-1).
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Por ejemplo, el campo escalar £:R3 > R (funcion real de tres variables reales)
tal que f(x;y;z) = x.y3/z es el criterio o ley que al punto (x;y;z) € R3 le asocia
el nimero real x.y3/z Asi, al punto (3;7;2) € R3 la ley "f" le asocia el nimero
real 3.73 /2,y para expresatlo escribimos f(3;7;2) = 3.73/2.

Utilidad de los campos escalares

Piensa en el campo escalar f:\2 > R que a (x1;x2) € R2 le asocia el ni-

mero f(x1;x2), donde las variables independientes x1y xp expresan las
respectivas cantidades de capital y trabajo que emplea una empresa, y la va-
riable dependiente f(x1;x2) expresa su produccion de acero:

(capital;trabajo) B produccion

Piensa en el campo g:R3 > R que a (21;22;23) € R3 le asocia el nimero
real g(z1;22;23), donde las variables independientes zq,zp y z3 expresan

respectivamente las cantidades energia, agua y abono que consume una em-
presa hortofruticola, y la variable dependiente g(z1;z2;23) expresa los costes

de la empresa:

(energia;agua;abono) —5 5 costes

9 CAMPO VECTORIAL

Se llama campo vectorial a toda €ortespondencia f: R > RM que asocie ele-

mentos de N1 con elementosude R,

Siendo x =(x1;...:x.)€ RY pata expresar que cada uno de los "n" nimeros
1> s A n 5 q

reales x1,...,Xn que forfifam, x puede ser los que queramos, se dice que
x1,... ,Xn son variablég, Mdependientes; y c
siendo f(x)=(y1; ..y m @R™ la imagen de x R ] R”

seoun "f". para expresaspque los "m" nimeros
gu >

reales yq,...,ym qué fBrman f(x) escapan por x > f(x)
completo a nuegtto control (pues es la ley "f" la

que decide qué clemento (y1;...;7,,) € R M es la
imagen dé¢ g), Se dice que y1, ...,y son variables dependientes.

Grabalo en el cerebro

Un campo vectorial £ :Rn > Rm estd formado

pot "m' campos escalares de R0 en R

Tema 1: Campos escalares y vectoriales 9



Por ejemplo, al hablar del campo vectorial £:R2 > R3 tal que
f(x1;x2) =(x1.x2;3.x1 +x2;x1.Lnx7)

se estd hablando del criterio o ley "f" que al punto (x1;x2) € R2 le asocia el

punto (x1.x2;3.x1 +x2;x1.Lnxp) € R3,

R2 f s R3
(x1;X2) »(x1.X93;3.x1 +Xp;x1.Lnxy)
5;7) » (35;22;5.1.n 7)

Que quede claro: si eres un artista trabajando cem’campos escala-
res, te partirds de risa con los campos vectoriales,qpue® "trabajar" con un

campo vectorial £: R > RM se reduce a "trabajar! alayez con los "m" campos
escalares que forman "f'. Por ejemplo, trabajar%eon el campo vectorial
£:R2 > R3 tal que f(u;v)=(wv2;u/v;u+v) séaedlice a trabajar a la vez con

los siguientes 3 campos escalares:
f:R2 > R/ £ (u; V=0 v2
fr: RZ> R/ H@pE=u/v
f3:R2 >R AZ(UWy)=u+v

Utilidad de los campos vectoriales

Piensa en el campo vectorial f:R2 > R3 que a (x1;x2) € R2 le asocia la
terna (z1;22;23) € N3, siendo
21 =11 (x1;%2) = x1.%
Zy = f2(X1;X2> = 3.X1 + X9
z3 = f3(X1;X2> =X1 Ln X9

donde las variables independientes x; y x» expresan las respectivas canti-
dades de capital y trabajo que emplea una empresa, y las variables
dependientes z{,zy y z3 expresan las respectivas producciones de metano,
etano y propano:

(capital;trabajo) . (metano;etano;propano)

f Observa: si campo vectorial f:R2 > RM
es tal que n = m =1, estamos ante una fun-
cién real de una unica variable real ..... y si
m =1, estamos ante un campo escalar o
funcion real de "n" variables reales
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1.10 LAS REGLAS SAGRADAS DEL CALCULO

Hay tres operaciones con numeros que son muy peligrosas y originan nume-
rosos disgustos a los principiantes; debes imprimirlas a fuego en tu cerebro
de inmediato.

(0 REGLAS SAGRADAS DEL CALCULO

1) Prohibido dividir por cero. Es un gran pardillo
todo el que diga que el cociente 7/0 es infinito, pues este
cociente de numeros no tiene sentido matematico.

2) El logaritmo en cualquier base de un name-
ro no positivo (<0) no es un numero real.

3) Toda raiz de indice par de un nuimero nega-
tivo no es un namero real.

SE HACE SABER

Serd inmisericordemente suspendido ipso facto todo el que Viole una
Regla Sagrada; caerdn sobre él toneladas de desprestigio y deshonor,
y el estigma de tan ignominioso acto apestard la honra de su linaje
por los siglos de los siglos.

1.11 DE LAS FUNCIONES Y LAS SERPIENTES

Es momento de avisar sobre la qée se nos viene encima; y basicamente, usando
brocha gorda y no pincel, cabe degit“que en las 500 paginas de este libro nos va-
mos a ocupar de poco mas qug l8s,sicuientes tres conceptos:

1) Limite de un campo escalar’ f: %0 > R en un punto xo € Rn.
2) Continuidad de ugfeampo escalar £:R0 > R en un punto x0 € Rn,
3) Derivabilidad deman%eampo escalar £: R0 > R en un punto xo € Rn.

Pregunta: 500 paginas, son muchas, ¢tan dificil es?
Respuesta: cl ptoblema no es que estos conceptos sean
dificiles de entemder™ Al contrario, son tan sencillos que
"entran" por 1g§@jos; el sentido de la vista es la tnica he-
rramienta necesatia para dar los primeros pasos por el
procelosof mrundo del limite, la continuidad y la derivabi-
lidad del campo f: R0 > R en el punto xg € Ro. El

problema para los principiantes es que, en lo que a estos
tres conceptos se refiere, y debido a las Reglas

Sagradas, las funciones son como las serpientes: hay

gran variedad de familias, y sobre todo, y eso es lo
importante, las hay inofensivas y las hay que pueden ser
muy peligrosas.
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Asi las cosas, para que tu andadura con el Calculo Infinitesimal (ya sea Calculo
Diferencial o Calculo Integral) llegue a buen puerto y te haga sufrir lo menos po-
sible, de inmediato debes aprender a "catalogar” la peligrosidad de las
distintas "familias” de funciones, como haria con las serpientes toda persona
sensata que viviera entre infinidad de todo tipo de tan inquietantes animales,
pues asi podras valorar en unos pocos segundos (dos o tres) los peligros
que te acecharan cuando trabajes (limite, continuidad, derivabilidad) con una

funcion £:R0 = R en un punto xg € Rn.

A veces las serpientes de familias extremadamente peligrosas pu er inofen-
sivas: ¢quién no ha observado a pocos centimetros de su nari ovimientos
de una temible serpiente de cascabel que para su desgracia y r tranquilidad
del observador ha sido introducida en una urna de cristal dé dos centimetros de
espesor? ... ¢pero qué pasa con la tranquilidad si la urn cags suelo destrozan-
dose y la serpiente de cascabel queda en libertad y de &humor por el golpe

recibido? Pues bien, con los campos escalares pasa n% lo mismo, el trabajo

(limite, continuidad, derivabilidad) con un camp(zx f:R0 > R puede ser
inofensivo (o sea, facil) en el punto "Pepe" y ser\

sea, dificil) en el punto "Juan".

madamente peligroso (o

En definitiva, los peligros que te acechar3
derivabilidad) con un campo escalar "f" e
factores: la "familia” a que pertenece "{z
rrolla el trabajo (limite, continuidad, de

1.12 ALOGO DE PELIGROS

El catalogo que exponemos a 16n no es exhaustivo, quedan fuera de él

c
algunas situaciones que de mgﬂ'\ O comentamos para no complicar en de-

masia los primeros pasos. 4

rabajar (limite, continuidad,
nto "Pepe"” dependen de dos
punto "Pepe"” en que se desa-
ad) con "f".

Campos racion enteros

Son de la forma f(x) = mio. Son inofensivos sea cual sea el punto en que
desarrolle nuestro trab ellos.

Por ejemplo, los si s campos escalares son racionales enteros:

R/ f(xq5%0) =3 x$.x3 +xf - 3.x3
I—)EK/g(Xl;X2;X3)=X12.X% —X%X%
h¥9R4 I—)g{/h<X1;X2;X3;X4)=X§.XZ —X%Xg
w: R - ER/h(X;y;z;w;t) = x.t2 —V.2.W
Campos racionales fraccionarios

Son de la forma f (g) = cociente de polinomios. S6lo son peligrosos en los puntos

en que se anule el denominador, pues en esos puntos se viola la regla que prohibe
dividir por cero.

Por ejemplo, los siguientes campos escalares son racionales fraccionarios:
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X1

£:R2 > R/ f(x1;x2) =

X1 +xp9 —2
g R2 > R/ g(x1;x2) = —2234 5
Xq +X2
h:R2 > R/ h(xq;xp) = 2X1 _;(2
x{ +x35 +1
X%+X%—1

El campo "f" sélo es peligroso en los puntos (x1;x7) tales quemsy| % x» —2 =0,

pues el denominador de f(x1;x2) sélo se anula en esos puntes:

El campo "g" sélo es peligroso en el punto (0;0), pues ebdenominador X% + X%

de g(x1;x2) s6lo se anula en (0;0).

El campo "h" es inofensivo en todo punto, pues ¢hdenominador X12 + X% +1 de

h(x1;x2) no se anula en ningun punto de R2,

b

El campo "t" sélo es peligroso en los puntos (&%;xX3) tales que X% + X% -1=0

pues el denominador de f(x1;x2) sélo se anfila cn esos puntos.

Raices de indice impat

En lo referido al "limite" y la "continudad", los campos escalares de la forma

- impat/ — . . : — 3
f(x)="Pu(x) son inofensivos o peligrosos en el punto x( segin que el cam-
po "u" sea inofensivo o peligroso €n dicho punto.

Por ejemplo, scan "f"', "¢" v "H! 16s,campos escalares tales que

f(xq5x0) = ¥xp.x0-1 5 g&5¥5) =3/x1/(9-x3) s h(xp3xp) ={x1/(9+x3)
El campo "f" es inofensiyoen todo punto, pues es inofensivo en todo punto el
polinomio u:R2 > R glie u(xq;x,)=x7.x, — L.
El campo "g" sélo es peligroso en los puntos en que xp =3 6 xp = =3, pues el
cociente de polinomies v(xq;x,)=x1/(9— X%) s6lo es peligroso en los puntos

que anulan su déneminador, que son aquéllos en que xp =3 6 x5 = 3.

El campog'li'ses inofensivo en todo punto de M2, pues el cociente de polino-

mios w(xp¥9)=x1/(9+ X%) es inofensivo en todo punto, ya que su denomi-
nador 9 + X% no se anula en ningin punto de R2.

e El trabajo con f(x)= imp Wu(x) en el punto xo puede ser inofensivo en lo

referido al "limite" y la "continuidad", pero ser peligroso en lo referido a la
"derivabilidad". Por desgracia no es posible establecer un criterio general de
peligrosidad para trabajos relacionados con la "derivabilidad".
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Raices de indice par

En lo referido al "limite" y la "continuidad", los campos escalates de la forma

— ar[ — . . — . . .
f(x) =P%Ju(x) son inofensivos en el punto x¢ si el campo "u" es inofensivo en

n.n

X0 y u(§0)>0. Son peligrosos en x0 si "u" es peligroso X0 o si u(go) <0,

pues si u(x0) <0 se viola la segunda Regla Sagrada:

P ntimero negativo & R

Si el campo "u" es inofensivo en X0 y u(go) =0, lo normal es,quéshaya peligro

al trabajar con f(x) = P4/u(x) en dicho punto, aunque puede fio Habetlo.

Por ejemplo, ¢l polinomio u:R2 > R tal que u(xq;x2) [xi)+ x2 —1 es ino-
tensivo en todo punto; asi, el trabajo con f(x1;x7) = +/xq.+ X% — 1 es inofensivo
en todo punto x = (x1;x2) tal que x1 + x5 —1> 0, yles’peligroso en los puntos

en que x1 +xp —1<0. Enlos puntos tales que xf%k X9~ 1= 0 lo mas probable
es que haya peligro, aunque podtia no haberlo.

Por ejemplo, cl cociente de polinomios x1/(Xfexp ®4) solo es peligroso en los

puntos en que se anula su denominador, que sonfaquéllos en que xy.xp —4 =0;

en consecuencia, el trabajo con g(x) =‘\‘/X1/(X1.X2 —4) es peligroso en dichos
puntos y en todo punto x = (x1;x5) fallque x;/(x1.x, —4)<0. En los puntos
en que x1/(xq.xp —4)=0 (que son aquglies en que xq = 0) lo mas probable es
que haya peligro, aunque podria no haberlo.

Por ejemplo, ¢l cociente de polifiéraids w(x)= (xq —5)/ (XS +4) es inofensivo

en todo punto, pues su denominadet no se anula en ningun punto; asi, el trabajo

con h(x) = Q/()q - 5)/(Xg +'4es ‘Thofensivo en los puntos tales que w(x) >0,
es decir, xq —5> 0. El tralfajo,con "h" es peligroso si x1 —5 < 0. En los puntos
en que w(x) =0 (son aquéll8s en que xq =5) lo mas probable es que haya peli-
gro, aunque podria no haberlo.

e El trabajo con f(x) =¥ /u(x) en el punto x0 puede ser inofensivo en lo refe-

rido al "limite" g lay#continuidad", pero ser peligroso en lo referido a la "deri-
vabilidad". Pgydcsgracia no es posible establecer un criterio general de peli-
grosidad para‘tgabajos relacionados con la "derivabilidad".

Campgsylogaritmicos
Son de la forma f(x)=log u(x), k>0, k#1. En lo referido a "limite" y "conti-

nuidad", son inofensivos en el punto x( € Ro si "u" es inofensivo en x( y

n.n

u(x0)> 0. Son peligrosos en xp € R si "u" es peligroso x0 o si u(x0) <0,

pues si u(x) <0 se viola la tercera Regla Sagrada:
log, (nimero no positivo) & R
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Por ejemplo, ¢l polinomio u:R2 > R tal que u(xq;x2) =x1 —xp — 3 es ino-
tensivo en todo punto; asi, el trabajo con f(x1;x2) =1logg (x1 —x2 —3) es ino-
tensivo en todo punto X = (x1;x2) tal que x1 —x7 —3> 0, y es peligroso en los

puntos tales que x1 —xp =3 <0.

Por ejemplo, ¢l cociente de polinomios v(x)= x5/ (X% —4) solo es peligroso en
los puntos en que x1 =2 6 x1 = =2, pues en ellos se anula el denominador. Asf,
el trabajo con g(x) = logg X2/(X12 —4) es peligroso en dichos pufitosy en todos

los puntos x = (x1;x7) tales que v(x) < 0.

Por ejemplo, cl cociente de polinomios w(x)=(5-x5)/ (X16 +%) es inofensivo
en todo punto, pues su denominador no se anula en ningin pufito. Asi, el campo
h(x)=Ln (5— :;(2)/()116 +4) es peligroso sélo si w(x) < Omg sea, si 5— x5 <0.

e Fl trabajo con f(x)=logi u(x) en el punto x(%puede ser inofensivo en lo

referido al "limite" y la "continuidad", pero ségpéligroso en lo referido a la
"derivabilidad". Por desgracia no es posible, é8tablécer un criterio general de
peligrosidad para trabajos relacionados con la, degivabilidad".

Lo que debes saber sobre logaritmos
e Se dice que el numero real "a" es el logaritmo en base "k" (k>0,k#1)
del nimero real positivo "b" si ka =b; es decir:

logpyb=a & ka=b

e Sila base "k" es el numero 10 se dice que el logaritmo es decimal; si la
base es el numero irracional "e" (e=2'7182818) se dice que el logaritmo
es neperiano, y se denota "Ln"; o sea: Lnb=a & e2 =b

e Propiedades:
logi 1=0 ; logk k=1 ; log) k¢ =c ; log) b¢=c.log) b
log}, (m.n)= (logi, m)+(logy n) ; logy, (m/n)=(logy m)~ (logy, 1)

Cambio de base: 1 logi, m
amplo de€ base: 10 k m=—--——-
ki logk2 kq
e [resio<ks<
o) =
&k oo sik>1

?

Al escribir 0 nos referimos a un nimero muy préximo a cero
pero positivo; o sea, sl un numero positivo es enormemente pro-
ximo a 0, su logaritmo es bestialmente positivo si "k" es menor
que 1, y bestialmente negativo si "k" es mayor que 1
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Campos exponenciales

Son de la forma f(x)= ku(®), siendo k> 0. En lo referido al "limite" y la "con-

tinuidad", son inofensivos o peligrosos en el punto x0 segun que el campo "u"

sea inofensivo o peligroso en dicho punto.
Por ejemplo, como el polinomio u(x)=xy.x, es inofensivo en todo punto, el

trabajo con f(x) = 3%1-X2 es inofensivo en todo punto.

Por ejemplo, como el cociente de polinomios v(x)=1/(x1.x,)E6lo es peligro-
so s6lo en los puntos (xq;x5) en que x1.x5 = 0, el trabajo commg(®) = 31/x1.x2
solo es peligroso en dichos puntos.

e El trabajo con f(x) = ku(x) en el punto x( puede ser inofcisivo en lo referido

al "limite" y la "continuidad", pero ser peligroso en lo referido a la "derivabili-
dad". Por desgracia no es posible establecer un cgitctié §eneral de peligrosidad
para trabajos relacionados con la "derivabilidad™

E1l peligro de las sumas y restas

Si el campo escalar "f"' es el resultado de sumgfy reéstar otros campos, el trabajo
con "f"" en el punto x( es inofensivo si todes 168 sumandos son inofensivos en

dicho punto, y es peligroso si algiin sumando €s'peligroso en x0.

Por ejemplo, sicndo £:R2 > R tal que

f(X1;X2)=X%— 4 +51/x1 (H ¥ 1. x5 -1-3-1-31/1—Xit —logsz (x2 +5)

X2 — T

entonces, como

*u(xq;X9) = X12 = polinomie =dinofensivo en todo punto

*v(x1;X9) =4/(x, — T) =clcicnte de polinomios = inofensivo si xo # T
* w(xq;x,) = 51/x1 = 580¢i¢ee de polinomios = inofensivo si xq # 0
*h(xq;x9)= \/xl.xz 3= pa\r/polinomio = inofensivo si x1.x5 +3>0

* g(x1;%,) =31 xf =P holinomio = inofensivo en todo punto

* t(x1;X0) = logs (Bt x,) =logs (polinomio) = inofensivo si x1 +x, >0

resulta que, en loyreferido al "limite" y la "continuidad", el trabajo con "f" sera
inofensivo en losypuntos x = (x1;x) tales que

x1#0;x0#T; x1.x2+3>0; x1 +x2 >0
y sera peligroso en los demds puntos de R2.

E1l peligro del producto

Si el campo escalar "f" es el producto de otros campos, el trabajo con "f" en el
> J
punto x( es inofensivo si todos los factores son inofensivos en dicho punto, y es

peligroso si algin factor es peligroso en XQ.
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Por ejemplo, siendo f(x) = .eX1x2 loggq (x2 —7), como:

* u(x) = x1 /(3 — x) = cociente de polinomios = inofensiva si x # 3

* v(x) = eX1:X2 = epolinomio = inofensiva V (x1;x7) € R2

* h(x) =logg (x2 —7) =logg (polinomio) = inofensiva si xp —7 >0
resulta que, en lo referido al "limite" y la "continuidad", el trabajo con "f" es ino-
tensivo si xp # 3y xp —7> 0, siendo peligroso en los demas puntos.

3 1
4—X% x2 =1

X1

Por ejemplo, siendo f(x) = 91/x1 | como:

#u(x)=x1/(4 - X%) = cociente de polinomios = inofensiyOwsigx , # 2

#v(x)=3/1/(xy —1) = 1mpa\r/ cociente de polinomios = inéfensivo si x, # 1
% h(x) = 91/x1 = 9cociente de polinomios = jnofensivo $ix; # 0

en lo referido al "limite" y la "continuidad", el trabajo eonf!'t" sera peligroso sélo
si xp =12, xp =16 x1 =0, siendo inofensivo enlos demas puntos.

E1l peligro de la division
Si £:R0 > R es cociente de los campos "u"@ "g" (0 sea, f(x) = u(x)/v(x)), el
trabajo con "f" es inofensivo en el punto X0 si u(g) y V(§> son inofensivos en
x( y el denominador v(x) no se anulaefi %0. Es peligroso si u(x) o v(x) son
peligrosos en x0, o si el denominadofgx)’se anula en x( (violacién de la pri-
mera Regla Sagrada).

X% —dwtYogs (4 —x2)

X12 -9

Por ejemplo, siendo f(x) = , COMo:

% u(x) = X12 —1+1logs (4=#%p,) €s suma del inofensivo polinomio X% —1yde
logs (4 —x5), que es Peligfoso solo si 4 —x, <0). Asi, u(x) es peligroso
solo si 4 —xo < 0.

* v(x)= X12 — 9= poligoinio = inofensivo en todo punto.

en lo referido al "limitc™y la "continuidad", el trabajo con f(x) = u(x)/v(x) es
peligroso en el puntow(x(;x,) si 4 —x5 <0 o si x; =3 (puntos que anulan el
denominador: X12 =9 =0= x1 =13).
2 _
Por ejemplo,jsicndo f(x) = X1 -1 , COMO:
IOgS (4 - Xl'XZ)

% u(x) = X12 — 1 =polinomio=> inofensivo en todo punto.

# v(x) =logs (4 —x1.X,)=> peligroso sélo si 4 —x7.x5 <0.
en lo referido al "limite" y la "continuidad", el trabajo con f(x) = u(x)/v(x) es
peligroso en el punto (xq;x,) si 4 —x1.xp <0 o si x1.xp =3 (puntos que anu-

lan el denominador: logs (4 —x1.x2)=0=4 —x1.xp = 1= x1.xp =3).
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Funciones trigonométricas o "circulares"

* En un tridngulo rectangulo, para el angulo "x" es: / 4

sen Xx =b/c ; cosec x =1/sen x
cosx =a/c ; secx =1/cos x

tg x =b/a ; cotg x =1/tg x

RECORDATORIO

n_n

s

\
PR —

[ EL CIRCULO GONIOMETRICO }

* En un circulo de radio 1, para el angulo

"X", es:

COtg X —>‘

360/(2.1) (05729578 grados.

<
sen x
<y
4—— COSX —Pp 1

La circunferencia, con 360 grados, tiene 2.7 radianes;
por tanto, expresado en grados, un radian equivale a

Los angulos siempre se miden en radianes:

sea cual sea el radio de la circunferencia, un radian es el
angulo tal que la longitud del arco que une los puntos

S
"P" y "S" coincide con el radio de la circunferencia. / T \p

Grados |0 30 45

60 90 180 270 360

Radianes | 0  Tt/6 W4

3 m M3 2 2. Tt

seno |0 1/2 ~2/2 3/2 1 0 -1 0

coseno |1 \/5/2 \/5/2

1/2 0 -1 0 1
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Si el campo escalar "f" es de la forma f(x)=sen u(x) 6 f(x)=cos u(x), en lo
referido al "limite" y la "continuidad", el trabajo con "f" es inofensivo o peligroso

en el punto x( segun que el campo escalar "u" sea inofensivo o peligroso en di-
cho punto. Para las restantes funciones trigonométricas basta tener en cuenta los
peligros inherentes a toda division, y saber que

sen u(x)=0=> u(x)=k.7
cos u(x)=0 = u(x)=(2.k + 1)%
donde "k" es un nimero entero cualquiera.
Por ejemplo, siendo f(x) =sen (1+x1.x7), el campo "f" es {fiGferisivo en todo
punto, pues el polinomiou(x) =1+ x1.x2 es inofensivo en g punto.

Por ejemplo, siendo f(x) = cos (x| — x%), el campo "f* esginofensivo en todo

punto, pues el polinomio xq — X% es inofensivo en todd punto.

Por ejemplo, siendo f(x)=sen (Ln x1.x), el campoy"f" sélo es peligroso si
x1.x2 <0, pues u(x) = Ln x1.x2 sélo es peligrose, stex{.x5 < 0.

Por ejemplo, siendo f(x) = cos 31/(x1-x2) gel €ampo "f" sélo es peligroso si
x1 —xp =0, pues u(x) = 31/(x1=x2) s6lo esyplligroso si x; —x =0.

Por ejemplo, siendo f(x) = tg (x1 — xop=(%én (x1 — x7))/(cos (x1 —x73)), co-
mo numerador y denominador son inofensigos en todo punto, el trabajo con "f"
s6lo es peligroso en los puntos x = (x1$%,) que anulen al denominador:

cos (x1 —x2)=0=x1 —xp =(2.k+1).7/2
donde "k" puede tomar cualquiegyaler entero.
Por ejemplo, siendo f(x) = ctoNxy — x2) = (cos (x1 —x2))/(sen (x1 —x2)), co-
mo numerador y denominaden’seh inofensivos en todo punto, el trabajo con "f"
solo es peligroso en los puaitoswx = (x1;x2) que anulen al denominador:

sel (%) —x7)=0=>x1 —xp =k.T
donde "k" puede tofdr cualquier valor entero.
Por ejemplo, si f(&)Sscc (x1 +x2)=1/cos (x1 + x5 ), como numerador y de-
nominador son idofensivos en todo punto, el trabajo con "f" sélo es peligroso en

los puntos x =4 %) que anulen al denominador:

cos (x1 +x9)=0=>xy +x, =2.k+1).7w/2
donde "k" ‘puede tomar cualquier valor entero.
Por ejemplo, si f(x)=cosec (x1.x,)=1/sen (x1.X,), como numerador y de-
nominador son inofensivos en todo punto, el trabajo con "f" sélo es peligroso en
los puntos x = (x1;x2) que anulen al denominador:

sen (X1.X2) =0= X1.Xp = k.1

donde "k" puede tomar cualquier valor entero.
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1.13 OTRAS NOTACIONES

A veces se esta trabajando con un campo f:R2 > R y para abreviar se denota

"y" al nimero real que "f" asocia a x. Por ejemplo, en vez de escribir

f(Xl;X2)=3.X12.X2 ; f(x1;x9)=x1.Lnx,
se escribe y=3.x7.x5 ; y=x1.Lnx,

Esta notacion la usaremos raramente, porque con ella es mas
despiste lo esencial; y lo esencial ahora es asimilar que

"f(x)" se esconden 5 protagonistas (el conjunto inicial R0

R, la correspondencia "f" que asocia elementos de R co
punto x € R0 y el nimero f(x) € R que "f" asocia a x
debe ser capaz de estar pendiente de los cinco a la vex;

), Yy tu cerebro

1.14 CA NIFORMES
Se dice que un campo escalar "f" es uniforme siyc nto del conjunto inicial
que tiene imagen en el conjunto final tiene una 2 magen. Por ejemplo, cl
campo f:R2 > R tal que f(x1;x2) =14+ x. s uniforme, pues cada punto
x = (x1;x2) € R2 que tiene imagen en R t na unica imagen. No es uni-
forme el campo escalar "g" tal que (g(x1;x 1+x1.x2, pues

;X0) = 41+ x1.%2

R2 que tiene imagen en el conjunto
1+7.2 =415

(g(x15x2))? =1+ x1.x2
lo que indica que cada punto x = (x

final N tiene dos imigenes: g(7;

. '35 CAMPOS ALGEBRAICOS
o) Y TRASCENDENTES

ebraico si las operaciones que deben realizar-se

Se dice que un campo "f"
para calcular el numero x) son las llamadas algebraicas: suma, resta, multi-
plicacion, division,
constante. Se dice "

cién de exponente constante y radicacion de indice
ascendente si no es algebraico.

Por ejemplo, somyalgebraicos los siguientes campos escalares

f(x1;x2) +x7 ; f(x)=ﬁ ; f(X1;X2;X3)=\/X1/(1+X2.X3)

pues en l@casos sucede que las operaciones que deben realizarse para cal-

cular el nimeto real f(x) son las algebraicas: suma, resta, multiplicacién, division,

potenciacién de exponente constante y radicaciéon de indice constante. Son tras-
cendentes los siguientes campos

f(z;t)=27tt ; f(x)=logg 1+x) ; f(u;v)=(wv;u/v;sen u)
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/;El evangelio segun San Mateom

el tiempo que dediques a estudiar Ma-
tematicas es el mejor empleado, pues
estudiando Matematicas desarrollaras
al maximo tu capacidad de abstraccion
y tu facultad de razonamiento .... y en-
tendiendo de "numeros" te sera muy
facil entender de cualquier materia que

K se exprese mediante naumeros /

1.16 GRAFICA"®E UNA FUNCION
DE UNA VARIABLE

Como la funciéon f:R+—> R es un criterio quelasdcia nimeros reales con nime-

ros reales, en la visualizacién de "f" tendra A

protagonismo estelar la visualizacion del El "eje de ordenadas”
conjunto R de los nimeros reales, gue <—| e lavisualizacion del
desempefia dos papeles a la vez, pues. R conjunto "final" R

es a la vez el conjunto "inicial" de "' [y el
conjunto "final" de "f". Llamaremosgeje
de abcisas a la recta elegida,p2ta, Visua-
lizar el conjunto "inicial" R4 llamaado eje
de ordenadas a la recta_‘elegida para ¢ >
visualizar el conjunto "findl" K. Por co- | Y
modidad, ambos ejes s€oman perpendiculares, de modo que su punto de
interseccion sea el corr€spandiente al numero cero en cada eje.

El "eje de abcisas"
es la visualizacion
del conjunto "inicial"

La representacion grafiga de una funcion real de variable real es una curva

n_n

plana. En efecto, stgndo "x" un ndmero real del conjunto "inicial" y "f(x)" el

namero real delicofyjunto "final" que la A y— Grifica de "f"

funcion fSKH% 4s0cCla a "X" es claro
b
n_n

que los nafaefos "x" y "f(x)" determinan
inequivocantefige un punto del plano: el |f(x)
punto de coordenadas (x;f(x)). Asi, si
asignasemos a "x" los infinitos valores
que puede tomar y posicionasemos en el
plano los infinitos puntos (x;f(x)) que se

f(a)

van obteniendo, al final nuestros ojos
verian una curva plana.
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Pregunta: ;por qué es importante representar curvas?

Respuesta: porque la curva representativa de la funcién f:R+—> R nos per-

mite tener una vision global del fenémeno gobernado por "f".

Pregunta: ;:qué es eso del fenémeno gobernado por "f'"?

Respuesta: ¢l Calculo Diferencial nacié ligado a la Fisica que preocupaba a
los humanos de principios del siglo XVII, pues fueron los grandes fisicos de la
época los que lo "inventaron" para hincatle el diente a fenémenos como el del

movimiento de los planetas o la transmisién del calor ..... pero d€8de entonces

ha llovido mucho, y para contestar la pregunta planteada qpodemos poner

ejemplos de fenémenos que nada tienen que ver con la Fisica®

Por ejemplo, piensa en el fenémeno de la ingesta de cervgZza y su influencia en
tu nivel de euforia; en concreto, considera que el nimero realX" expresa la can-
tidad de cerveza que bebes un dia de juerga y que f:J N es la funcion que

determina o gobierna el nivel "f(x)" de tu euforia cuafidoda cantidad ingerida de

n_n

cerveza es "x". Asi las cosas, considera que la grafiea‘de,"f"' es la de la siguiente

tigura.

A f(x)=Nivel de euforia
7 -

—

' ' >
0r04 1 T6 2 3 x =Cantidad ingerida

Cuando no bebesy(x&0) tu nivel de euforia es 2. Los primeros tragos te

deprimen un pocey, pl€s tu nivel de euforia va disminuyendo hasta que la
cantidad ingerida €8 J0'4, pero a partir de ahi la cosa cambia, pues el nivel
de euforia empicZ@aumentar hasta que alcanza una zona de "meseta" en-
torno al nivel'de cuforia 4. La "meseta" se mantiene hasta que la cantidad
ingeridallcpa a 1'6, que marca el inicio de una subida de euforia que al-
canza sy mdximo cuando la cantidad ingerida es 2. A partir de entonces
anda con ojo, porque tu euforia comienza a disminuir si sigues bebiendo,
y con la gota que colme los 3 litros tu euforia se desplomara muy brusca-
mente, lo que puede producirte mareos y desagradables vomitos. Si te
empecinas y sigues bebiendo, tu euforia seguira disminuyendo, aproxi-
mandose al nivel cero, que es el de los fésiles del pleistoceno superior.

Tema 1. Campos escalares y vectoriales
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1.17 LAS RECTAS Y LAS PARABOLAS

Las rectas y parabolas son las "curvas" mas
famosas; las encontraras hasta en la sopa

La grafica de un polinomio de grado no superior a uno es una rec-
ta (no perpendicular al eje de abcisas). De otro modo: teda recta no
perpendicular al eje de abcisas es la grifica de una funcion f; >R tal que
f(x)=a.x + b, donde "a" y "b" son constantes.

Sea cual sea el valor de "a", sucede que Af(x)=ax+h

t(0)=a.0+b=Db, por lo que la recta
"corta" al eje de ordenadas en el punto
"b"; de "b" se dice que es la ordenada
de la recta en el origen. La recta corta
al eje de abcisas en el punto "x" tal que
t(x)=0:

f(x)=a.x+b=0= x=-Db/a

Del nimero —b/a se dice que es la ab-

Ne—»—p—p > > >

*
*
*
*
*
:

cisa de la recta en el origen. b/
—b/a

Para dibujar una recta basta "pesi€ionar" dos puntos de ella.

Por ejemplo, para dibujar la redta fi(x) =2+ 3.x, los pardillos posicionan dos
puntos cualquiera de ella:
six =1= (1) =28yl =5 = la recta pasa por el punto (1;5)
si x =2 = £(2) =232 =8 = la recta pasa por el punto (2;8)
Pero los que no se chupan elhdedo dibujan la recta calculando su abcisa y su or-
denada en el origen, pu€Sjasi‘tardan menos:
six =0 = f(0)F2¥3.0 =2 = la recta pasa por el punto (0;2)
si f(x)=2+ 380 = x=-2/3 = la recta pasa por el punto (—2/3;0)

Af(x) Af(x)

8
x | f(x) x | f(x)
EE E> 5 0 | 2 :>
2| 8 -2/3| 0 5

/ > x —2/3 > X

/ 1 2

PARDILLO I PROFESIONAL
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Si una funcion "f" es un polinomio de
grado uno, también se dice
que "f" es una funcion "lineal”

-

Como en el lenguaje matematico lineal es sinénimo de proporcional, sin duda
te preguntas donde esta la "proporcionalidad” en esta historia.

Fijate: si P=(x;f(x)) es un punto genérico de una recta, como i(x) =a.x + b,
sucede que f(x)—b=a.x; o sea, la diferencia f(x)—b entre laordenada "f(x)"

del punto "P" y la ordenada "b" de la
recta en el origen es proporcional a la
abcisa "x" de "P". Si miras la figura
comprobaras que la constante de pro- a.x+b
porcionalidad (o sea, "a") coincide con
la tangente del angulo "0" que la recta
forma con la direccién positiva del eje

de abcisas:

Af(x)=a.x+b

- < x >
£() b=a=tg9 /\9 R
X

De "a" se dice que es la pendiente de la
recta. Observa: si a=0= 0=0= lag#Ceta es paralela al eje de abcisas (0 tam-
bién: a =0 = f(x) =b = constante).

f(x)-b=ax=

N
oh

Recta que pasa por €os _puntos conocidos

Si (x;y) son las coordenadas A

de un punto genérico de la v (x3y)
recta que pasa por los puntos

(x05y0) ¥ (x15y1), de ladigu®
ra, por semejanza de rian- V1
gulos, se deduce que:

X1 =X0 JIoO

(X15¥1)

Yy=YO0

y1—Yo

Por ejemplo, para la recta (x05y0)
YO
que pasa pos 10s puntos (2;3)

. \ >
y (5;—0), €s; / 0 - X
X—2 y—3 _

= =y=9-3, <— X1 —X0—>
5-2 —6-3 7 * 0

Asi, la expresién matematica

<— x—-x) —>

de la funcién lineal f:R >R cuya grifica es la recta que pasa por los puntos
(2;3) y (5;=0) es f(x)=9—3.x.
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Recta que pasa por un punto conocido

Yy tiene pendiente conocida

Si (x;f(x)) son las coordenadas de un punto genérico de la recta que pasa por el
punto conocido (m;n) y tiene pendiente conocida "a", la expresién matematica
de la funcion lineal f:R > R cuya gréifica es dicha recta es f(x)=a.x+b, y"b"
se determina al exigir la recta pase por (m;n); o sea, al exigir que f(m)=n:

f(m)znﬁa.m+b=n:b=n—a.m?f(x)=a.x+n— =

sustituimos "b" por "n—a.m" en f(x)=a.x +

= f(x)=n+a.(x —m)
Por ejemplo, la expresion matematica de la funcion linealff ;M > R que pasa
por el punto (6;—4) con pendiente 3 es f(x)=—4+3.(x Qwix —22.

Por ejemplo, la expresion matemitica de la ﬁmdsi %l g Ri> R que pasa

pot el punto (=5;7) con pendiente —4 es g(x) =75 (=5)=—4.x—-13.
La grafica de un polinomio de gr s una parabola.
O sea, es una patribola la grifica de toda fun 'R > R cuya expresion ma-

! n.n

"y "c" constantes y a# 0. La

tematica sea f(x)=a.x2 +b.x +c, siendo

ia abajo segun que "a" sea po-
x2+b.x+c=0 nos diran si la

parabola tiene sus "cuernos” hacia arrj

sitivo o negativo ..... y las solucion

parabola y el eje de abcisas se "tocan" %

1) Si la ecuacion a.x2 +b.x+c= e dos soluciones reales y distintas
X =X( Y X = X1, la parabolaco eje de abcisas en esos puntos.

2) Si la ecuacion a.x2 + b.x +\xiene una raiz real doble x = x(), la parabola
es tangente al eje de abcisﬁ% e punto.
3) Si la ecuacién a.x2 +b. 0 carece de raices reales, la parabola no "to-

ca" al eje de abcisas. &

f(x)=a.x2+bx+c;a>0

f(x) f(x) f(x)
U i U > x i U > X
I8 31

f(x)=a.x2+bx+c;a<0

f(x) f(x) Tf (%)
| {/-\\ » x | m > X | m » X
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Por ejemplo:

1) La grafica de f{:R > R tal que fj(x)=x2 —5.x+4
es una parabola con "cuernos" hacia arriba (pues el
coeficiente de x2 es positivo); como las soluciones de
x2 —5x+4=0 son reales y distintas (x =1, x=4),

la parabola corta al eje de abcisas en esos puntos.

2) La grafica de f5: R > R tal que fr(x)=x2 —4.x+4
es una parabola con los "cuernos" hacia arriba (pues el
coeficiente de x2 es positivo); como la ecuacion
x2 —4.x +4=0 tiene una raiz real doble x=2, la
parabola es tangente al eje de abcisas en ese punto.

3) La grafica de f3: R > R tal que f3(x)=x2 +x+5 es
una parabola con los "cuernos" hacia arriba (puags ‘el
coeficiente de x2 es positivo); como la ecUagioh

x2 +x+5=0 carece de raices reales, la parabolawno
"toca" al eje de abcisas.

4) La grafica de f4: R > N tal que f4(x) =—x%dB.x €5
una parabola con los "cuernos" hacia abajo (pues el
coeficiente de x2 es negativo); cotia lashsoluciones
de —x2 +3.x =0 son reales y distinfasglx = 0 y x = 3)
la parabola corta al eje de abcisas ¢hjesOs puntos.

5) La grifica de la funcién f5:R—ER definida como
f5(x)=—x2 +2.x —1 es ungyparabola con "cuernos"

hacia abajo (el coeficientéfdgyx? es negativo); como
—x2 +2.x—1=0 tiene @@ina ¥aiz real doble x=1, la
parabola es tangente al€jédde abcisas en ese punto.

6) La grifica de la_fuidon fs: R > R definida como
fo(x)=—x2 + x = 7%es una paribola con "cuernos"

hacia abajo (pugs (el coeficiente de x2 es negativo);

como la ecuadién 2x2 +x —7=0 no tiene raices rea-
les, la parabola¥ao "toca" al eje de abcisas.

.
TAL(X)
178,
TfS(X)

| /1\ >x

a

x=1/2.

bola f(x)=2.x2 + b.x + ¢ presenta su maximo (minimo) es x =—b/2.a.

Si la parabola no toca al eje de abcisas (ejemplos 3 y 6) nos quedamos con el
culo al aire. Para lidiar tal situacién debes saber que el punto en que la para-

Por ejemplo: la parabola f3(x)=x2 +x +5 presenta su minimo en el punto

x =—1/2, y la parabola fg(x)=—x2 +x —7 presenta su maximo en el punto

Tema 1. Campos escalares y vectoriales
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1.18 ECUACIONES DE OTRAS
CURVAS PLANAS FAMOSAS

Ademas de con rectas y parabolas, debes familiarizarte con las ecuaciones de la

circunferencia, la hipérbola equilatera y la elipse. Por comodidad al hablar de es-

tas curvas, siendo f: 3R > R, denotaremos "y" al nimero real f(x) € Rpna que

"f" tiene a bien asociar 2 x € Rinicial-

La circunferencia

Siendo "x" e "y" las respectivas abcisa y ordenada de un punto générico "P" de la

circunferencia de centro en el punto M = (a;b) y radio "t", se §ertfica que:

(x —a)2 +(y — b)2 irz

Sin mas que aplicar el Teorema de Pitagoras en el tridngulo rectangulo
de vértices "M", "N" y "P"

Unos cardan la lana y Ay
otros se llevan la fama

El Teorema de Pitagoras
no es de Pitagoras, se
conocia y usaba muchos br—t+—-——— v M
anos antes de que éste
naciera. No consta que
Pitagoras fuera un chori-
cete que reclamara para
si la paternidad de la
criatura.

Por ejemplo, la ccuacion;deMa circunferencia de centro en el punto (2;—3) y
radio 5 es (x —2)2 4+ (y = (%3))2 = 52.
Al revés: la ecuacidnp(X#4)2 4 (y —2)2 = 67 es la de la circunferencia que tie-

ne su centro en el punte, (—4;2) y radio Jer.
Observa: al degarfollar la ecuacion (x —a)2 + (y — b)2 =12, resulta

x2+y2—-2ax—-2by+a2+b2-r2=0

Asi, si al ddblar)la esquina te encuentras la ecuacion x2 +y2 —=8.x—6.y+9=0,

puedes apoStaf la vida a que es la circunferencia cuyo centro tiene abcisa 4 (la
n_n

mitad del coeficiente de "x" cambiada de signo) y ordenada 3 (la mitad del coefi-
ciente de "y" cambiada de signo); ademas, como ha de ser 42 +32 -2 =9 =
término independiente, el radio es 4 (42 +32 =12 =9=12 =16=>r =4).

Recuerda: 2.7m.r es la longitud de una circunferencia de radio "t", y .12 es el
area que encierra dicha circunferencia.
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La hipérbola equilatera

Siendo "x" e "y" las respectivas abcisa y ordenada de un punto genérico "P" de

una hlperbola equllatera se verifica que x.y = constante.

X.y = constante > ( X.y = constante <0

Para dibujar una hipérbola equilatera dada basta pesi€ienar unos pocos puntos
de una de sus dos "ramas" y unitlos a mano alzadawdc¢“modo que quede razona-
blemente parecido a las figuras anteriores; despucs e dibuja la "rama" simétrica
respecto al origen de coordenadas.

Por ejemplo, siendo x.y =10, se tiene qued

rx=1=>y=16 rX=—1:>y=—l6
x=2=>y=8 x=-2=y=-8
x=4=y=4 monx=—4=>y=—4
x=8=y=2 x=—8=y=-2
x =16 =y S 1] x=—-l6=>y=-1

_ -

rama en pram et

rama en tercer
cuadrante

cuadratite
A mi me tiembla
mucho el pulso!

La elipse
Siendo "x!"\eJ'y" las respectivas

abcisa y ord€hada de un punto Ay

genérico "P" de la elipse de centro 5 Pe(x-

en el origen de coordenadas y se- /— \‘\—(X:Y)
» X

\\—/a

miejes "a" y "b", se verifica que

(x2/a2)+(y2/b2) =1

nn
Tema 1: Campos escalares y vectoriales 28



Parabolas de eje horizontal

La ecuacion x = a.y2 + b.y +c (siendo "a", "b" y "¢" constantes y a # 0) es la de

una parabola de eje horizontal, que tiene sus "cuernos" hacia la derecha o hacia la
izquierda segin que a >0 6a <0.

Las soluciones de a.y2 + b.y + ¢ =0 nos diran si la paribola y el eje de ordena-

das se "tocan" o noj; en concreto:

1) Si la ecuacién a.y2 +b.y + ¢ =0 tiene dos soluciones reales disfiftas y = y( e
y = y1, la parabola corta al eje de ordenadas en esos puntos.

2) Si la ecuacion a.y2 +b.y +c =0 tiene una raiz real doble }=4, la pardbola
es tangente al eje de ordenadas en ese punto.

3) Si la ecuacién a.y2 +b.y+c =0 carece de raices reales, la,pardbola no "toca"
al eje de ordenadas.

Por ejemplo, la parabola x = ¥4, 5y + 4 tiene los cuernos hacia la derecha y
corta el eje de ordenadas endos puatos y =1 ¢ y = 4, que son las soluciones de la

ecuacién y2 —5.y+4 = 0. La parabola x = y2 — 4.y + 4 tiene los cuernos hacia
la derecha y es tangente dl¥gje de ordenadas en el punto y =2, que es la tGnica

solucion de la ecuacio@™y2® 4.y +4 = 0. La pardbola x = —y2 + 3.y tiene los
cuernos hacia la izquieeda™ corta el eje de ordenadas en los puntos y =0 ey = 3,

que son las soluciofies @ —y2 + 3.y = 0. La paribola x = —y2 + 2.y —1 tiene los
cuernos hacia ladzquierda y es tangente al eje de ordenadas en el punto y =1,

que es la tnica s6hacion de la ecuacion —y2 + 2.y —1=0.

Sila parabola no toca al eje de ordenadas te quedaras con el culo al aire, salvo
que sepas que el eje de la pardbola x = a.y2 + b.y 4+ ¢ es y*=—b/2.a (ver fi-

ouras). Asi, el eje de la parabola x = y2 + y+ 5 (cuernos hacia la derecha; no
"toca" al eje de ordenadas, pues y2 +y+5=0 carece de soluciones reales) es

la recta y*= —1/2, y el eje de la parabola x = —y2 + y — 7 (cuernos hacia la
izquierda; no "toca" al eje de ordenadas) es la recta y*=1/2.
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1.19 SIMETRIAS DE UNA
FUNCION DE UNA VARIABLE

e Se dice que la funciéon f:R >R es par si f(—x)=1(x), lo que en términos

geométricos significa que la grafica de "f" es simétrica respecto del eje de
ordenadas.

e Se dice que la funcién f:R >R es impar si f(—x)=—{(x), lo que en tér-

minos geométricos significa que la grafica de "f* es simétri specto al
origen de coordenadas.

f(—x)=1{(x) f(—x)=—f(x)
f(x)
_IX _
lr/_f _______

' es un estupendo chollo, pues en

afica para valores positivos de "x", ya

de "x" lo deducimos por simettfa.

tal caso sélo nos preocupara dibujar
que lo que suceda para valores ne

funciones

f09= g ,fz<x>-w§= Fx=x*e? ; £4(x)=La (14x2)

pues al sustituir "x" po resulta:
(_X) x2
x = =
) 1+(—x)0 1+x 6= )
sen (—x)8 sen x8
1)

=f5(x
| — ()2 — (=90 1—x2—x6 2
fi(—x) = (—x)4.e(0)? =x4 ex? =f,(x)

@ fi(—x)=La 1+ (=x2))=La (1 +x2) = £, (x)

Por ejemplo, son impares las siguientes funciones

f5(x)— T p )= () =xex? ; fe(x) = x9.Ln (1+x2)
x4 \J1-x2

" H

ues al sustituir or "—x" resulta:
p X p
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(_X>7 x/

f5(—x)= S ()t 84 =—f5(x)
RO T ) B
° J1—(=x)2 Jl—XZ °
f7(-x) = (-x)3.e(9? = s = —f; ()

fo(—x) = (—x)%.Ln (1 + (—x 2)) = —X9.Ln (1+x2)=—f3(x)

Por ejemplo, no son pares ni impares las funciones

NIED'

g1(X)=X;T ; gz(X)zﬁ ; g3(x)=x

pues sustituyendo "x" por "—x" resulta:

1 _ 1 a1 (%)
(—x)2 +(-x) x2 “4x 7ﬁ{—g1(X)
JI+(=x) oAl = {gZ(X>
J1—(—x)2 \/1 ) g2(x)

—X)=(—X)T.e X =XTec X g3(X)
g3( ) ( )4' 4. ¢{_g3(x>

X gu (O=Ln (1+x+x2)

g1(—x)=

g2(—x)=

—X)= —X ¥ )sln(l—XxXTX B4
g4(=x)= L (14 (=) + (-3 2¥= Lo (1 = x + 2>¢{—g4<x>

Observa: si el punto a € R no tiene imagen segun la funcién
f:R > R yel punto —a € R (simétrico de "a" respecto al punto
X = O) s{ tiene imagen segun "f", no hay que andar sustituyendo "x"

or "—x" para analizar las posibles simetrias de "f"', pues puedes
b
apostar tranquilamente la vida a que "f" no es "par" ni es "impat".

Por ejemplo, si f(x)=1/(x —4), como el punto x =4 carece de ima-
gen segun "f" (pues f(4)=1/(4-4)=1/0¢ R) y el punto x = —4 i
tiene imagen segin "f" (es f(—4)=1/(-4 —4) = —1/8), podemos ga-

rantizar que "f" no es par ni impar, pues para que "f" fuera par o impar

{ianecesaﬁo (no suficiente) que el punto x =—4 no tuviera iny
“J (Tomo nota [
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1.20 FUNCIONES PERIODICAS

Se dice que la funcién f:R >R es periodica (o "ciclica") y que su periodo es
"T" si "T" es el menor numero positivo tal que f(x +T) = f(x).

P2

\ r

N4

\

\
\ \/
[}
/ |

N\
\J

/
2
1
/7
]
]
|

/
\/1| ~

|

|

v

» X

X

@
x+T

L
x+2. T

L

e El que una funcién "f" sea periddica de periodo "T" es un, eStupendo chollo,
pues en tal caso solo debemos preocuparnos por dibujar su, grafica en el inter-
valo [a;a + T, siendo "a" un punto cualquiera.

e [.as mas famosas funciones periddicas son f(x)=%en'zsy f(x)= cos x, que tie-

nen periodo "21" | pues para todo valor de "x"

sen x =sen (x + 2M) ; cos x=€0s (X + 2)

sucede que:

‘fen - Periodo "21"
/\ 0 | 3m/2 oy
/2 RVZR
-1
A cos X Periodo "2m"
1
\ 37t/2/-i~
T L > 4
DN o
| 5

e Las funciones f(x)5tg x y f(x)=cotg x son periddicas de periodo "T", y las
funciones f(x) ={secpx y f(x) = cosec x son periddicas de periodo "21" .

Periodo "m"

Atg x
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Acotg x Periodo "m"
1 1
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
S /2 S 3m/2
—— — > X
~ |0 T s 27
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
1 1
Acosec X Periodo "2m"
1 |
\ |
\ /
\ /
S y / 1
: 31/2
0 - ;/ P X
/2 : 21
I
/7 -7 N -1
/ \
/ \
I \
I |
Asec x Periodo "2m"
I
] \
/ \
/ \
Vs \
P ~
1 i
TE I
T ! » X
0l m/2 | 3m/2 2n
}
, P RN N -1
/ \
/ \
1 \
1 1

K;Puaﬂ ... teNOO
que memorizat
las graficas)de
las fuheiofies
trigonomeétricas

-

Qi
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/ No hace falta que \

memorices nada, basta
gestionar eficiente-
mente el circulo
goniomeétrico
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Por ejemplo, la funciéon g(x)=sen 8.x es periédica de periodo /4, pues al
exigir que se satisfaga la condicion g(x + T) = g(x), resulta:

sen 8.(x +T)=sen 8.x = 8.(x+T) iS.X +2.nt=T=mn/4

pues el "seno" es una funcién periddica de periodo 27

-1

A
Periodo "2m" Sen 1 : i ! :
/\ 0 5 \/ Ly
G T
Periodo "m/4" | 0 8% t
; : | |
| | : !

ﬁ ——— T

0 /2 3n/2 2.

En el intervalo [0;27] la funcién f(x)=sen x hace un "ciclo", y

la funcién g(x)=sen 8.x hace ocho ciclos en ese intervalo.

La inversa del periodo se llama frecuencia, y expresa el nimero de ciclos
que se producen por cada unidad de la variable "x". Asi, si "x" mide el tiem-

po en segundos, el que la frecuencia de g(x) =sen 8.x sea 4/m=1'2732395
indica que en un segundo se producen 12732395 ciclos.

Por ejemplo, la funciénfhix) = tg 5.x es periddica de periodo /5, pues al exi-
gir que se satisfaga la coadiciéon h(x + T) = h(x), resulta:

tg 5.(x FE)s tg 5.X:>5.(X+T)15.X+752T=TC/5

pues lay tafigente” es una funcién periédica de periodo T

1.21 COMPOSICION DE
FUNCIONES DE UNA VARIABLE

Aunque ya hemos trabajado con muchas funciones "compuestas"” conviene
hablar expresamente de ello.

Se dice que la funcién h:R >R es la compuestade f: R R y g:R—> R (se
denota h=gef) si h(x)=g(f(x)); es decir, la imagen de x € R segun "h" es la

imagen segin "g" de la imagen de "x" segun "f"'.
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R — R

X f(x f(x
> £(x) —>g(A())
h=gef

N >\ J

Por ejemplo, si f:R1—> N es tal que f(x)=7+x2+ex y g R es tal que
g(y)=seny, la funciéon hy =g ef es tal que:

es f(x)=7+x2 +ex
h1(x)=g(f(x))if(7+x2 +eX)zsen (7+ 2??()

n.n

la funcién "g" establece que g(Pepe) = epe)

La funciéon hy =t e g es tal que: 6

pues g(y) = se%\
v

ha ()= F(g() ¥ f(sen y) 5 7€(n )2 + esen s
m 7 + (Paco)2 + ePaco

V1=x yla funcién g:R—>R es
=gef estal que:

f(x)=+v1l—x |
T=x)g log7 (=32 -9)

la funcién "f" establece que fi

Por ejemplo, si f:R >R es tal qu
tal que g(y)=log7 (y2 —9), la funci

hy (x) = g(F(3)
la funcién "g" ce que g(Pepe) =log7 ((Pepe)2 —9)

La funciéon hy =t e g es e

&pues g(y)=log7 (y* = 9)

ha( %(y» = f(log7 (y2 - 9));J1 —log7 (y#=9)
ncién "' establece que f(Paco) =+/1—Paco

Por eje la funcién w:R - R es tal que u(z)=1—-22 ++/z y la funcién
v:R - R es tal que v(t) =/t, la funcién hy =veu es tal que:

u(z)=1-7z2++z
h1(z)=v(u(z))iv(l—22 +\/;);\/1—22 ++/z

la funcién "v" establece que v(Pepe) = /Pepe
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La funcién hy =uev es tal que:

pues v(t) = Je
hs (t) = u(v(t)) i u(\/z) il - (\/E)Z + \/ﬁ

la funcién "u" establece que u(Paco) =1— (Paco)2 + +/Paco

Por ejemplo, si la funcion u:R > R es tal que uA)=1- y v:R > R es tal
que v(0)=1/6, la funcién hy =v eu es tal que:

a) =1 — 3
v o

hi (M) = v(u(z) = v(1 — A3) i1/<1 - 7&0

la funcion "v" establece que v(Pepe) =4/Peffe
La funcién hy =uev es tal que:

GEGENY

h2<9)=u<V(9))iU(1/9) S (1/6)

la funciéon "u" establece que )=1— (Paco)?

Por ejemplo, si la funcion A:R—> R que M2)=1++z y 0:R >R es

tal que O(t) =1/t, la funcién hy =0 e que:
M’? Vz
hy (2) = e@a +/z) : 1/1++/2)
la funcion® blece que O(Pepe) =1/Pepe
La funcién hy =L e0 es&:
O(t)=1/t
&) ~r00 0/ 3

n"A" establece que A(Paco) =1+ +/Paco

|
Entenderas la wtilidad de la composicion de funciones en la vida cotidiana si

miras el st te esquema

LT
® | R R
'

X

h=gef

1 >\ J
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y sintiendo como si el negocio fuera tuyo, piensas que, por ejemplo, las variables

"X", nyn y " expresan lo sjguientei

x = cantidad de capital que utiliza Revilla S. A. para producir chorizo
y = produccién de chorizo de Revilla S. A
z = beneficio de Revilla S. A

Estamos ante dos fenémenos encadenados: el fendmeno consistente en produ-
cir chorizo a partir de capital, y el fendmeno consistente en obtener beneficios a
partir de la produccion de chorizo. Cada uno de los dos fenémendosyesta gober-
nado por una "ley": la ley "f" determina la produccion "y" (y =£(xXWwen funcion

n.n n_n

de la cantidad "x" empleada de capital, y la ley "g" determina €l'Beneficio "z" en
funcién de la produccion "y" (z=g(y)). En este contexto, gab&decir que la ley

"compuesta” h=gef "conecta" el inicio y el final del pfee€so, pues expresa

n_n

el beneficio "z" en funcién de la cantidad "x" empleada deycapital.

Se pueden "encadenar” mas de dos funciones

Por ejemplo, si las funciones "u", "v" y "w" senftales que

ux)=2.x—-1; v(z)=572 ;&A)=1/(T+N)
entonces:
1) La funciéon hy =w e v eu es tal que:

u(x) =2.x — 1 |#flai(Pepe) = 5Pepe

by (x) = w(v(u(x))) = w(g2a 1)) = w(52s—1)= ]

T 7 +52.x-1
s (Pie) =—1

7 + (Pio)
2) La funcién hy = w e u eges'tal que:
v(z) = 5%
hate)= g = (50 v 25 ) S
u(Paco) = 2.(Paco) — 1 w(Pio) =1/(7 + Pio)
3) La funcion h3 =W euew es tal que:
w(A)=1/(T+N) u(Paco) = 2.(Paco) — 1

1 v 2 _
YRR F

= 5(2/(T+k)-1
A

h3(A) = v(u(w(A)) = v(u(

pues es v(Pepe) = 5Pepe

4) La funcién hy =veweu es tal que:
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u(x)=2x-1 w(Pio) =1/(7 + Pio)

v
h4 (x) = v(w(u(x))) y vwZx—1)=v(7 (2})( — 1)) =V +12.x) B

_51/(6+2.x)
A
v(Pepe) = 5Pepe
x—4 s 251w, | Y 51/(6+2,
6+2.x
5) La funcién hs =ue v ew es tal que: 0

w\) =1/(7+X) V(Pepe) 5Pe

v
hs (0) = u(v(w(h) = u(v(z 1) @M)—
7+ .\

;2 51/(T+A) —1 \

U s o 51/(7T+A) —1

0) La funcién hg =uewev es tal

)=5
hg(z) = u(w(v(4) %v(sz» =)= -

T 7+ SZ + T+ 5Z
u(Paco) = 2.(Paco) — 1

@ PR N Yo S
: 7457 7457

& 1.22 INVERSA DE UNA
FUNCION DE UNA VARIABLE

Lo mej@s un ejemplo: considera que "x" es el tiempo que dedicas a

estudiar un examen y que "f" es la funcién que al tiempo "x" le asocia la puntua-

cion "y" que obtienes; o sea, y = f(x):

tiempo de estudio "x" —f puntuacion " y"
variable ' 1ndependlente , variable "dependlente
toma el valor que queramos su valor depende del de "x"
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e La funcién inversa o reciproca de "f" se denota f~1, y es la funcién que per-
mite analizar el "fenémeno" dando la vuelta a la tortilla (lo que a veces es muy

atil); o sea, £~1 es la funcién que a la puntuaciéon "y" le asocia el tiempo de

estudio "x".

., -1 . .
puntuacion "y" S N tiempo de estudio "x"
variable "independiente", variable "dependiente”,
toma el valor que queramos su valor depende del de "y"

e Requeteobvio: la inversa o reciproca de f~1 es "f".

_f =1
LYo R
)\ AR
tiempo puntuacién puntuacién tiempo

o |OJO' el conjunto inicial (final) de "f" esvel fthal (inicial) de f—1.

Si f(a)=b (o sea, la grafica de "f" pasa por el punto (a;b)), es f~1(b)=a;

o sea, la grafica de la funcién £~ pasa por el punto (b;a).

y (puntuacion)

b [(a;b)

Ay (tlempo)

2 (e
- » v (puntuacion)

Los puntos (a;b) y (bja) son simétricos respecto de la bisectriz del primer

" » X (tlempo)

cuadrante del plano, pues el punto medio del segmento que los une es el
((a+b)/2;(b+a)/2), que esta en dicha bisectriz, por tener las dos coordenadas

iguales). Por tanto, la grafica de f~1 es simétrica de la grafica de "f" respecto
de la bisectriz del primer cuadrante.

Por ejemplo, si y={(x)=9+3.x,es Xif_l(y)Z(y—9)/3

despejamos "x" eny =9+ 3.x

Ay=f(x)=9+3x AXZf_l(y)=(y—9)/3

./
B I R R

>y
/ e

x =variable independiente y =variable independiente
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f(x) Af~1(y)
Como estaba previsto, al
"superponer" las figuras
anteriores vemos que las

graficas de las funciones "f" g

y £~1 son simétricas res- 3/ 9_~

. . 7 >
pecto de la bisectriz del 7// -~ R
-

primer cuadrante

Por ejemplo, si y=f(x)=eX"2 es x ?f_l (y)=2+Lny

nomn,

a partir de y = eX~2 despejamos "x":
y=eXx2=Iny=lnex2=Iny=x-2==2+1ny

El "fenédmeno” es el que es, pero hay dos
formas de "mirarlo” ..... y como para gus-
tos estan los colores, tu lo "miras" como
mas te guste:
A "x" horas de estudio les corresponde una nota ex—2
O vuelves la tortilla:

. "

A la nota "y" le corresponden 2+Lny horas de estudio

En el primer caso la variable "independiente" es el tiempo

de estudio "x", y en el segundo caso la "independiente" es la

W" del examen .... ¢ Te enteras de algo? /

Ay=£(x)

X 20« < f <« <« <«

ves—> f—1 > 5

y

\ 4
2+Lny
No hace falta andar cambiando los ejes segun cual sea la variable que eli-

n_mn

jamos como "independiente": si "arrancas" en el punto "x" del eje de abcisas

> x=£1(y)

> —> —> —>

(& tomas "x" como independiente), la curva te "lleva" al punto eX~2 del eje
de ordenadas. Y si "arrancas" del punto "y" del eje de ordenadas (& tomas
n_mn

y" como independiente), la curva te "lleva" al punto 2+ Ln y del eje de abci-

Sas.
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Por ejemplo, siendo y=f(x)= 4% yes x=fl(y)=—4+=
X

: nomn,
Despejamos "x": 3t < <

y
T
|
=>x=—4+=
e
—4 + y Xe

Por ejemplo, si v=1f(u)=log7 (u—3),es u ?f_l (v)=3
a partir de v =1og~ (u—3) despejamo&"rg
v=log7; (u=3)=u-3=7V=u=

plo en que "x" es el

jOjo con la notacion!: volvemos

tiempo que dedicas a estudiar un examen y "f" e xcién que a "x" le asocia la

puntuacién "y" que obtienes en él. Hemos visto or ejemplo:
y=f{(x)=3/4+x) & x= y=—4+(3/y)

Hay quien siempre llama "x" a la vari dependiente; o sea, puedes en-

contrar quien diga que la inversa o roca de la funcién "f"' tal que

f(x)=3/(4+x) es la funcién 1 :9{% tal que f~1(x)=—4+(3/x) ... lo

n_n

que genera confusion entre los prin@zes, pues no se dan cuenta de que la "x
que aparece en f(x)=3/(4+ )9 @ e nn

ne que ver con la "x" que aparece en

F=1(x) =4 + (3/x): N,

, o |

e El namero "x" que apare% f(x)=3/(4 +x) expresa el tiempo que estu-
dias, y el nimero f(x) sa la correspondiente nota del examen.

e El nimero "x" que ce en f~1(x)=—-4+(3/x) expresa la nota del exa-

men, y el numer expresa el correspondiente tiempo de estudio.

Habrfa menos lio sifs¢'dijera que la funcién inversa de la £:Remp, > R tal

notas

que f(x)= 3/(@5 la f71:R s P %ﬂempo tal que f~1(x)=-4+(3/x),

pues asi entenderfan que la "x" que aparece en f(x) es un elemento del conjunto
Rtiempo ,' que aparece en f~1(x) es un elemento del conjunto R o as -
Como los profesionales tienen perfectamente claro que el conjunto inicial (final)

de "f" es el final (inicial) de f~!, no se lfan si oyen decir que la "inversa" de
f(x)=3/(4+x) es f~1(x)=—4+(3/x), que es lo mismo que decir:

=l (w)y=—4+3/w); f1(2)=—4+3/2) ; | 1y)=—4+(3/y)
fIA) =4+ G/ 5 £71O)=—4+(3/6) 5 f-1(M)=—4+(3/m)
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Observa: siendo f~1:R ., EKtiempo la "inversa" de f :Siﬁempo > Rotass

al hablar de f~1(w) estamos llamando "w" a un elemento genérico del conjunto

inicial de f~1 (que es el final de "f"), y R.. R
o tiempo notas
al hablar de f~1(2) estamos llamando c -
"z" a un elemento genérico del conjun- x >c
to inicial de f=1 (que es el final de "f"), | 2+Loy <€—5— £ y
y al hablar de ...... lo importante no es el k f p ck—2
simbolo empleado para referirnos a un 2+lnz «—— -1 A
elemento genérico del conjunto inicial 5
. u f p cM

de f~1, lo importante es tener muy cla-

: 24Ilnc «—4— -1 =— ¢
ro que tal conjunto es R oas-

Recuerda: 1@s principiantes deben leer £~1(Paco) como:

Imagen de "Paco" segun f-!

A veces una funcion es uniforme, pero su fumciow "inversa" no lo es.
Por ejemplo, es uniforme la funcion "f" t@fgue v = f(x) =x2, pero no es uni-

forme su inversa, que es la f~1 tal que x#F(y) = i\/§

R R

X f > x 2
+\/§ 4__‘7 1

-1
ok

Hay funciones que cérécen de funcion "inversa”. Por ejemplo, 1a funcion
f:R >R tal que y=EEXY=1 carece de "inversa".
Hay funciones cuyalifwersa no se puede "explicitar": si "x" es el tiempo que

dedicas a estudiaf®ag €xamen y "f" es la funcién que al tiempo "x" le asocia la

n_mn

puntuacién "y" queyobtienes en él (o sea, y=1f(x)), siendo y=1£(x)=3/(4 +x),
sucede quesa~funcion f—1 puede explicitarse, lo que quiere decir que a partir de

nmn,

la igualdad %=23/(4 + x) es posible despejar la variable "x":
y=f(x)=3/(4+x) © x=f"1(y)=—4+(3/y)
Sin embargo, si y=g(x)=x+1+Lnx, la funcion g—1 no puede explicitarse,

n_n,

pues a partir de y=x + 1+ Ln x es imposible despejar la variable "x":

y:g(x)=x+l+Lnxﬁng—l(y)??

ni los japoneses son capaces de despejar "x"
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El que suceda tan desagradable contingencia no significa que en el estudio del
"fenémeno" no pueda volverse la tortilla y considerar que la variable indepen-
nn n.n

diente es "y" y la dependiente es "x". La diferencia entre f~1 y g~ es que f~1

nos da expresamente (explicitamente) el valor de "x" que corresponde al valor
n_mn,

elegido de la variable independiente "y":

£-1(1) = =4 + (3/1)
x =f-1(y) = =4+ (3/y) = {£-1(2) = —4 + (3/2)

Pero debemos resolver una ecuacion (cosa no siempre facil) patatdeterminar el

valor de "x" que g1 asocia al valor elegido de "y".

Por ejemplo, para calcular g—1(2) hay que resolver la ecuac#én 2 = x+1+Ln x,
que es facil, su solucién es x =1, por lo que g~1(2)=1).%in embargo, para de-

terminar g~1(7) debemos resolver la ecuacion 7 =% W10 x, lo que no es tan
facil.

Ay=1f(x) Ay=g(x)
4ix‘%ee A x+l+Lln x ¢ «<— <—
ye—>— 1 y &> —> 1
¥ A J
° x=f-1 _
—4+(3/y) X ) ; ?( > X=g 1(Y)

La funcién inversa de "f"' puede explicitarse, pues es posible despejar "x"

n"n.n

en funcién de "y". La funcién inversa de "g" no puede explicitarse, pues

no es posible despejar "x'" en funcién de "v"; por tanto, deberemos
] vy ;

resolver la ecuacion x +1+ Ln x =y para averiguar el valor de

"x" que corresponde a cada valor dado de "y"

ObVio: si la variable "p" expresa el pre-
cio de un bien y la variable "q" expresa la
cantidad demandada de él, ambas variables
estan relacionadas ...... y unas veces se to-
ma como independiente "p" (por ejemplo,
te dicen que q=h(p)=3/(4 + p)) y otras
veces toman como independiente "q", di-
ciendo que p=g(q)=-4+(3/q).
Obviamente, las funciones "h" y "g" son

\ reciprocas una de otra /
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1.23 LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Las funciones trigonométricas inversas son las inversas o reciprocas de las
funciones trigonométricas (recuerda que los angulos siempre se miden en ra-
dianes, jamas en grados).

La funcion "arco seno”

La inversa de la funcion "seno" se llama arco seno, y se denota arg®sgn.

Por ejemplo, como imagen de T/6 segun la funcién "seno" es,el*mumero 1/2
(0 sea, sen T/6=1/2), la imagen del nimero 1/2 segin la funéidfy"arco seno" es
el numero /6,y se escribe arc sen 1/2="m/6 (se lee: el arcgfeuyo seno es 1/2 es

/6 radi :
/6 radianes) R R
/66— 1/2 = 1/2—"" 5n/6 . > en
O sea: arc sen y < y
sen/6=1/2 < arcsenl/2=m/6
A y=senx

1

<+ < 4—4—4—4—4—4;0—» —> >

«
-

—1t/2

X = arc sen
f[\ ! /2 y
arc sen y |
arc sen y | arc sen y arc sen y
|
st
=)

'%4—
ﬁ<_

La funcién "seno" es uniforme, pues a cada valor de la variable indepen-
diente le corresponde un unico valor de la variable dependiente, pero la
funcién "arco seno" no es uniforme, pues a cada valor de la variable inde-
pendiente le corresponden infinitos valores de la variable dependiente;
entre estos infinitos valores elegiremos siempre el tnico que esta en el in-
tervalo [—T/2;7/2], diciendo que es el valor principal del "arco seno".

Del intervalo [—7/2;7/2] se dice que es el "principal" o "fundamental" de
la funcién "arco seno".

Por ejemplo, ¢l seno de ©/6,5.w/6,13.7t/6,-7.1/6 y —=11.7/6 es 1/2;
por tanto:

arcsen1/2=m/6 ; arcsen1/2=5.71/6 ; arcsen1/2=13.1/6
arcsen1/2=-7.1/6 ; arcsen1/2=-11.71/6

y el valor principal de arcsen1/2 es /6, pues T/6 es el unico angulo
del intervalo [-Tt/2;7/2] cuyo seno es 1/2.
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La funcion "arco coseno'

I.a inversa de la funcién "coseno'" se llama

!

arco coseno, y se denota arc cos.

R R
X » Ccos X
arc cos y < y

Por ejemplo, como imagen de /3 segun la funcién "coseno" es,cl*aimero 1/2

(0 sea, cos T/3=1/2), la imagen del numero 1/2 segin la fun€iony, "arco coseno"”

es el nimero /3,y se escribe

arc cos 1/2=m/3

que se lee: el arco cuyo coseno es 1/2 es 1/3 radianes:

aArcieos

T/3—=251/2 & 1/2—2S Q2 W /3

O sea:

cos /3=1/2 < arc cos W2 =1/3

Ayzcosx

NIRRT A% e Niaidadng

4 A

v | v
A F 0
arc cosS y arc cos'y j\
arc cosS y

T
:
]
]
]
]
]
]
]
]

La funcién "coseno" es uniforme, pues a cada valor de la variable inde-
pendiente le corresponde un unico valor de la variable dependiente, pero
la funcién "arco coseno” no es uniforme, pues a cada valor de la variable
independiente le corresponden infinitos valores de la variable dependien-
te; entre estos infinitos valores elegiremos siempre el tnico que esta en el
intervalo [0;7], diciendo que es el valor principal del "arco coseno".

Del intervalo [0;7] se dice que es el "principal" (o fundamental) de la

funcion "arco coseno".

Por ejemplo, ¢l coseno de ®/3,7.7t/3,13.®/3,— /3 y =5.1/3 es 1/2;

por tanto:

arc cos 1/2=m/3 ; arc cos 1/2 =

7.m/3 ; arc cos 1/2=13.m/3

arc cos 1/2=—-m/3 ; arc cos 1/2=-5.1/3
y el valor principal de arc cos 1/2 es /3, pues T/3 es el unico angulo del

intervalo [0;T] cuyo coseno es 1/2.

* » x =arccosy
\/ /tarccosy
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La funcion "arco tangente”

La inversa de la funcion "tangente" se llama arco tangente, y se denota arc tg.

R R
X » to X
arctgy < y

Por ejemplo, como imagen de /4 segun la funcién "tangenteles%el nimero 1
(o sea, tg T/4 =1), entonces la imagen del nimero 1 segun laffuficion "arco tan-

gente" es el nimero /4,y se escribe
arc tg 1=m/4

que se lee: el arco cuyo tangente es 1 es /4 radianes:

n/4—8 51 12 SN
o sea:
tg t/4=1 & arc tg I'aym/4
Ay=tgx
e g ind d die h
y —T/2 v /2
4> —
;r 0 :’r— 4/[\3%/2 X arctgy
arc tg y arc tg y arc tg y

La funcién "tangente" es uniforme, pues a cada valor de la variable inde-
pendiente le corresponde un dnico valor de la variable dependiente, pero la
funcién "arco tangente" no es uniforme, pues a cada valor de la variable in-
dependiente le corresponden infinitos valores de la variable dependiente;
entre estos infinitos valores elegiremos siempre el unico que esta en el inter-
valo [-Tt/2;7/2], diciendo que es el valor principal del "arco tangente".

Del intervalo [—1t/2;7/2] se dice que es el "principal” (o fundamental) de la

funcién "arco tangente".
Por ejemplo, la tangente de ©/4,5./4, 9.nt/4, -3.nt/4 y —T.7t/4 es 1;
por tanto:
arctg 1=m/4 ; arctg 1=5.1/4 ; arc tg 1 =9.1/4
arc tg 1 =-3.t/4 ; arctg 1 =-7.1/4
y el valor principal de arc tg 1 es T/4, pues T/4 es el unico angulo del in-
tervalo [—T/2;T/2] cuyo tangente es 1.
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La "inversas" de las funciones ' cotangente" "secante" y "cosecante" son las fun-

ciones llamadas "arco cotangente" (se denota "arc cotg"), "arco secante" (se de-

nota "arc sec") y "arco cosecante" (se denota "arc cosec"):

y=cotg X <> X =arc cotg y
y =SecC X & X =arc sec y
Yy = COSEC X ¢ X = arc COSecC y

" H

Observa: cs atrc cotg y =arc tg 1/y, pues si la cotangente de un angulo es
su tangente es 1/y. Es atc sec y =arc cos 1/y, pues si la secante$ angulo es

"y", su coseno es 1/y. Es arc cosec y=arcsen1/y, pues si | ante de un

angulo es "y", su seno es 1/y.

1.24 LAS FUNCIONES HIIQ{B OLICAS

Se llaman hiperbélicas las siguientes funciones:

L 2
% f(x) = % =seno hiperbélico.%%
*f(x)= MTCX = coseno hlper% "x" =chx
sh x

*f(x)= L - fangente h1perbo "x" =thx
h

*f(x)= = cotangent ica de "x" = coth x

*f(x)= ch  =secante h1 lica de "x" =sech x

*f(x)= 1 osec %etbohca de "x" =cosech x
sh x 0
Asi, si nos dicen que f(x)= ‘h \ue g(x) =ch 1/x, nos dicen que

f(x)=

ar" (su grafica es simétrica respecto al eje de orde-
nadas), pues f(—x) Y=(e X +e(-%))/2 = (eX + e7¥)/2 = ch x = f(x)

La grafica de f (X)@( se llama catenaria, y es la forma que toma un cable
remos bajo la accion de la gravedad

suspendido por .
La funcién f(x x es "impar" (es simétrica respecto al origen de coordena-

das), pueigﬁ =sh (—x) = (e7X —e=(7%))/2 = —(eX —e7%)/2 =—sh x =— f(x)

La funcién f(x)=ch x

Ash x Achx Athx

/‘LX S| | =
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1.25 GRAFICA DE UN CAMPO ESCALAR

Como una funcién f:R2 > R es un criterio que asocia puntos del plano R2
con puntos de la recta real R, para visualizar la grafica de "f" hay que visualizar
previamente R2 y R ; por comodidad, la recta R se toma perpendicular al plano
R2 de modo que el punto de interseccion de ambos (el origen de coordenadas)
sea el que corresponde al punto (0;0) € R2 y al punto 0 € R.

A

Visualizacién de la recta real R, en ella es-

/ tan las imagenes de los puntos de R2, por
eso en el dibujo la denotamos f(x1;x7)

f(x1;x2)

b

» x>
‘3/—/§0 = (a;b)
X1 %2 < Visualizacién del plano R2

La grafica de una funcion de dos variables es una
superficie del universo tridimensional que
percibimos con los sentidos

En efecto, si (a;b) es un punto de WZpyF(a;b) es el punto de la recta real que la
funcion "f" asocia a (a;b), es clarg®quéentre (a;b) € R2 y f(a;b) € R determi-
nan de manera inequivoca un puntéd del espacio tridimensional: el punto que
tiene coordenadas (a;b;f(agb)yWAsi; si hiciéramos lo mismo con todos los pun-

tos de M2 y fuéramos posicignando en el espacio tridimensional los infinitos
puntos (x1;x2;f(x1;x2))gquewse van obteniendo, al final nuestros ojos verian

una hermosa superficie.

f(x1;x2) — Graficade f:R2 >R

Entre (a;b) € R2 y
su imagen
f(a;b) € R determi-
nan de manera
inequivoca un punto
del espacio tridimen-
sional: el punto que
tiene coordenadas
(a;b;f(a;b)), por él
pasa la superficie
representativa de "f"
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6 sea, si cojo un folio por dos
esquinas opuestas (por comodi-
dad) y luego acerco las manos,
me puedo apostar la vida a que

la superficie que resulta es la
grafica de una funcién o campo

escalar f:R2 —» R

N _

Si la funcion f:R2 > R es "lineal", o sea, si
f(x13x2) = a.x1 + b.x, + ¢, siendo constantes "a", '"b" y
"c", la superficie representativa de "f" es un plano.

(_.

Para dibujar el plano representativo de f(x1;x2)
una funcion lineal £::R2 > R basta posi- 12

cionar tres puntos (no alineados) de éL
Por ejemplo, siendo f:R2 > R tal que
f(x1;x2)=12-2.x1 = 3.x2
entonces:
esix; =x9 =0= f(x1;x2)=12

®sixp =f(x1;x2)=0=x1 =6
esix; =f(x1;x2)=0=xp =4 X1

Tres puntos no alineados del espacio tridimensional siempre definen un
plano. La expresion matematica del campo lineal f:R2 > R que tiene
por grafica al plano que pasa por tres puntos (no alineados) conocidos
(a1;b1;£(a15b1)); (a2;b23f(az;b2)) 5 (a3;b33£(a3;5b3))
es:
x1 x2 f(x1;x2) 1
ap by f(ag;br) 1) _
ap by f(ag;bz) 1|
a3 bz f(az;b3) 1

0

Por ejemplo, si los puntos son (2;0;1), (0;0;0) y (1;2;0), es:

X1 xp f(x5x2) 1

2 0 11|
0 0 o 179=
1 2 0o 1

= —2.X1 + X9 +4.f(X1;X2) =0=

1 1
= f(Xl;XZ) ZE.X1 —Z.Xz
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La visualizacion de la grafica de una funcion real de tres o mas
variables reales es imposible incluso para los japoneses mas lis-
tos, pues es imposible dibujar con mas de 3 ejes. Piensa que para visualizar la
grafica de un campo f:R3 > R harian falta 4 ejes en total: tres ejes para visuali-

zar el conjunto R3, y otro mas para visualizar el conjunto final R. A esa grifica
que no puede verse con los ojos se le llama hipersuperficie representativa de

f:R3 > R.

1.26 DOMINIO DE DEEINICION
DE UN CAMPQ.ESCALAR

El dominio de definicion del campo escalar
f:R0 > R se denota Dom.(f), y es el sub-
conjunto de R formado por los puntos x

tales que f(x) € R:
Dom.(f)={xeRn / f(x) e R}

Siendo x0 € R, si f(x0) € R se dice que "fagstavdcfinido en el punto xq, v si
f(x0) € N se dice que "f" no esta definido en dichd"punto.

De Perogrullo

El campo escalar "f* no esta definido en el punto
"Pepe" si al calcular f(Pepe) se viola alguna de
las Reglas Sagradas del Calculo

® Por ejemplo, cl campgd " tal que f(x1;x2)=x1/(x1.x2 —4) esta definido
en el punto (2;3), pucSaf(253) =2/(2.3—4) € R; pero "f" no esti definido en
el punto (2;2), puesiénfeste punto se viola la primera Regla Sagrada del Cal-
culo: £(2;2) = 2/(2.%4)=2/0 ¢ R.

® Por ejemplo, ghcampo "f" tal que f(z;t) = lz—=3.t esti definido en el punto
(6;1), pues £(6: W =3/6—3 € R. Observa que "f" esta definido en todo punto
de R2 Hucd\V (z;t) € R2 sucede que f(z;t) =z -3t € R.

e Por ejempld, si f(u;v)=u—v, el campo "f" estd definido en los pun-tos
(3;1) y (=2;—7), pues

£3;3)=3-3=Y0eR; f(-2;-N=42)- ) =¥eR

Pero "f" no esta definido en el punto (1;3), pues en ¢l se viola la segunda Re-

gla Sagrada del Calculo: £(1;3) = Y-3=Y2¢%R.
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® Por ejemplo, siendo f(a;b)=Ln (8 +a.b), el campo "f" esta definido en el
punto (3;4), pues f(3;4)=1Ln (8 +3.4)=Ln 20 € R; pero no esta definido en
(2;—4) y (=3;5), pues en ambos se viola la tercera Regla Sagrada del Calculo:
f2;—4)=Ln(8+2.(-4)=Ln0e R
f(-3;5)=Ln(8+(-3).5)=Ln—-7¢ R

CRITERIOS PARA DETERMINAR EL DOMINIO
DE DEFINICION DE UNA FUNCION

Para no hacer el ridiculo a la hora de determinar el dominio de definicién de

una funciéon o campo escalar £:R2 > R, debes saber que:

01) Si f(x) = polinomio = f(x) e R,V x € R

02) Si f(x)=ux)tv(x)= f(x) e Rsélosiux)eRyv(x)eR

03) Sif(x)=u(x).v(x)= f(x) e Rsélosiux)e Ryvix) eR

04) Si f(x)=u(x)/v(x) = f(x) € Rsélosiux) e R, v(x) e Ry v(x) # 0
Si f(x) = cociente de polinomios, entonces f(x) € R sélo si v(x) # 0.

05) Si f(x)=k"® (k>0)= f(x) e Rsolosi ux)eR

06) Si f(x)=""Pu(x) = f(x) e Rs6losiux) e R

07) Si f(x)="Pux) = f(x) e Rsclosiux) e Ry ux)20

08) Si f(x)=log| u(x) = f(x) € Rsélosi u(x) € Ry u(x) >0

09) Si f(x)=sen u(x) 6 f(x) = cos u(x) = f(x) € Rsélosi u(x) e R

10) Si f(x) =|u(x)|= f(x) € Rsolosi ux) e R

11) Si f(x) = arcsen u(x) 6 f(x) = arc cos u(x) = f(x) € R sélosi u(x) e R

y ‘ u(g)‘ <1, pues el "seno" y el "coseno" sélo toman valores en [—1;1].

iQuejical ... solo hay que\
vigilar que no se viola nin-

guna Regla Sagrada ... y
recordar que el "seno" y el
"coseno" s6lo toman valo-

res en el intervalo [—1 ;l]/

Mis neuro-
nas no
aguantan
tanto peso

FONEMATO,1.26.1
Determinese-el’dominio de definicién de los siguientes campos escalares
D fi(x)=4/ (B —x1.xp) ; 2) f(x)=5/%1:x2 ; 3) f3(x) =eX1:X2
4) £4,(x)=x1/(x2=7) 5 5) f5(x) = logz (x1=x2) ; 6) f(x) =logy (x{+x3)
7) f7(x) =£1(x) + 2 (x) = f3(x) = f4 (x) = f5(x) = f6(x)
8) g (x) =1 (x).£2 (x).£3(x).f4 (x).f5(x).f5 (%)

SOLUCION
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1) El cociente de polinomios f;(x)=4/(3 - x1.x,) esta definido en todo punto

que no anule su denominador; por tanto:
Dom.f1 :{(Xl;XZ) S 9{2 /3— X1:-X2 E= O}

2) El campo exponencial f, (g) =51/%1.X2 no esta definido en los puntos en que

x1.Xp =0, pues es esos puntos se anula el denominador del exponente:
Dom.f, = { (x15%2)€R2 / x1.x5 # O}
3) El campo exponencial f3(x)=eX1-X2 est4 definido en todo punt®y pues el ex-
ponente, que es un polinomio, esta definido en todo punto:
Dom.f3 = R2
4) El campo fy(x)= m = Imp a\r/@ no esta definido en los puntos

en que X, =7, pues en esos puntos se anula el degomdinador de x1 /(x5 —7):
Dom.fy ={(x1;x2)€9{2 / &g ¢7}

5) El polinomio u(x)=x; —x, esta definido en%edo punto, y toma valores po-
sitivos sélo si x1 — x5 > 0; por tanto, el camipeifs (x) =logs u(x) sélo esta de-
finido si xq —x, >0:

Dom.f5 Z{(Xl;Xz)EEKZ /X1 — X9 >O}

6) El polinomio k(x)= X12 + X% estd definido en todo punto, y toma valores po-
sitivos excepto en el punto (040);¢por tanto, ese punto es el unico en que el

campo f(x) =log7 k(x) negstadefinido:
Dom.fs = R2 - {(0;0)}

7) Como el campo escalaf g ¢s suma de otros, su dominio de definicion es la
interseccion de los deminios de definicion de los distintos sumandos; o sea, es
el subconjunto de R 2formado por los puntos X = (x1;x2) que satisfacen las
siguientes condigiones:

3—x1.x2 70, ; x1.x0 #0 ; X0 #6 ; x1 > X2 ; (x1;x2) # (0;0)

Podemos elimifar la condiciéon (x1;x5) # (0;0), pues se satistace siempre que

se satisfa@a dajcondicion xq.x, # 0; en consecuencia:
Dom.f~ ={(X1;X2)€m2 /3=x1.xp #0, x1.X0 #0, X9 #0, X1 >X2}

8) Como el campo escalar fg es producto de otros, su dominio de definicion es la
interseccion de los dominios de definicién de los distintos factores; o sea, fg

tiene el mismo dominio de definiciéon que f7.
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FONEMATO 1.26.2

Determinese el dominio de definiciéon de los siguientes campos escalares

1) f1(x)=x2/(xf =9) 5 2) f,(x) =]/x1/(6 = x7)
O BE=/T-x1x2) 5 4) () =Yx1 /(4 +x5)
5) f5(x) =logy, (1—x1.x3) ; 06) f6(x)—sen (x1.x2) 5 7) f7(x)=cos (Xl/Xz)
SOLUCION

1) El cociente de polinomios fj(x)=x;/ (X% —9) esta deﬁnid@do punto

que no anule su denominador Xlz -9:

Dom.f; ={(X1 x5)ENR2 /xq # +3} Q
2) Siendo £, (x)=3/x1/(6— x> —lmpaqr/h(x) el camp&asta definido en los

mismos puntos que el campo "h", y por ser és ciente de polinomios,
esta definido excepto en los puntos que anulangg minador; por tanto:

Dorn.f2 ={<X1;X2)€9{$6}
3) Como el cociente 1/(7—x1.x9) estd defigido, $6lo si 7—x1.x» #0 y toma

valores no negativos solo si 7 —x1.xp > %ampo f3(x)= pa\r/l/(7 —X{.X2)
sOlo esta definido si 7—x1.x9 > 0:

Dom.f3={(xl;x /7T—=x1.X2 >O}

4) El cociente x1/(4 + xg) estd d@ en todo punto (pues su denominador

no se anula en ningin puntd) a valores no negativos sélo si x; =20; por

tanto, el campo fy (x) = pa + Xg) esta definido sélo si x4 20:

={(X1;X2)€9{2 / xq 20}

5) El polinomio u(x) 1-Xp esta definido en todo punto, y toma valores

positivos solo si ‘x5 >0; por tanto, el campo f5(x)=1log, u(x) sélo

esta definido si %.XZ > 0:

om.f5 ={(X1;X2)ESK2 /l_Xl'XZ >O}

0) El poli@:t(x) =x1.Xp esta definido en todo punto, y eso mismo le pasa al

campo sen t(x):

Dom. f6 = 9{2

7) El cociente de polinomios v(x)=x;/x, esta definido siempre que xq #0, y

eso mismo le pasa al campo f7(x) = cos v(x).

Dom.f ={(X1;X2>€ R2 /x, # O}
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FONEMATO 1.26.3

Determinese el dominio de definiciéon de los siguientes campos escalares

1) £ (x) = (xp=1)/(4+x8) 5 2) fr(x) = (x1=x2)%/3 ; 3) f3(x) = (x—x)>/2

2
— X1-X2 — In (9—X1)
) 14(x) Ln (x1.x0 —=3) "’ 2) £5(x) Xy —5
6)f6(x)= 34ex1txp 7)) = 3—eX1tx2

SOLUCION
1) El cociente de polinomios f; (§)=(x2—l)/(4+x?) esté@mdo en todo

punto, pues su denominador no se anula en ningun puntg.

2) Como el polinomio (xq—x5)° esta definido en todo funte, lo mismo le pasa

al campo £(x) = (x1 — x2)5/3 = ™P%ix - X2\
y toma valores no ne-

3) El polinomio (x{—x5)° esta definido en tode

gativos sélo si xq —x, 20; por tanto, el f3(x)= bey (x1—x,)° solo
esta definido si xq —x5 20. O sea: Dom. x1;%5) € R?2 / x1 2%, }

4) Es fy4(x)= %3 _m& @ m(x)€R, nx) e R y n(x) #0.

Ln (Xl X2 - 3) Il(X)

Siendo m(x)=xj. X2 un polinomi a definido en todo punto; y siendo
X1.X5 — 3 un polinomio, es n( (x1.x9 —3) € R so6lo si x1.x, —3>0.
Determinemos en qué punt(ﬁ la n(x) =Ln (x1.x2 — 3):

Ln(Xl XZ"%: X1. X2—3 1:>X1 X2—4
En definitiva: Dom.fy ;x5) € R2 /x1.x5 >3, x1.X7 7&4}.

Ln (9—x 3(

5) Es f5(x)= . eR sélosi ux)eR, v(x)eRy v(x)=0.
2
Es u(x)= e Rsolo si 9—xq >0, y el polinomio v(x)=xp —5
solo se anula = 5; asi: Dom. f5—{(xl,x2)€9{2/x1<9 Xp 7&5}
0) El cam esta definido en todo punto, pues el numerador xq +x, y el de-
nomma eX1+X2 estan definidos en todo punto, y el denominador no

se anula en ningun punto (como eX1 X2 sélo toma valores positivos, lo mis-

mo le pasaa 3+eX1+X2).

7) El numerador xq + x5 y el denominador 3 —eX1+X2 estan definidos en todo
punto, y el denominador sélo se anula si xq + x5 =Ln 3; por tanto, el campo

f- esta definido excepto si xq +x, =Ln 3.
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FONEMATO 1.26.4

Determinese el dominio de definiciéon de los siguientes campos escalares

D) f(x)=(x1 —x)77/5 5 2) fo(x) = (xq.xp —2)7/4

oo xit4 - _ Ln(@2-x)
3) f3(X)_1_6X1+X2 ’ 4> f4(X>_S€n (1+X1.X2)
~ La(l+x$) _ 1+ xf+x3
f5(x) = ; 6) fg(x)=
2500 =58 (1+x7.xp) ° 0 t6(x) 7+xt +x3

SOLUCION

1) Como f1(x) = (x1-x2)77/% =/1/(x1—x2)7 = ""P4/h(x) le Bampo f; esti

en los mismos puntos que el cociente de polinomios hfx)21/(x1—x5,)7; es

decir, s6lo esta definido si (x1—x,)7 #0, lo que suced€soél® si x; —x, #0.

2) El cociente de polinomios 1/(x1.x5 —2)? esta definidofsolo si xq.x5 —2#0,

y toma valores no negativos solo si x1.x, — 2¢> Ogctivconsecuencia, el campo

£ () =P/ (x.x5 = 2)? s6lo esti definido ¥y —2> 0.

3) El numerador x1 + x5 —4 y el denominadorfl — 6X11X2 estan definidos en
todo punto, y el denominador sélo se aftulapsi x1 + x5 =logs 1=0; por tan-

to, el campo f3 esta definido exceptosl %y + x, = 0.

Ln@=x1) _ 80 S0 si u(x) e R, v(x) e R y v(x) # 0.

4) Es f4(x) = sen (1+x1.x2)  v(x)

Es u(x)=Ln (2—xq) R s6losi 2 x; >0.
El denominador v(x)=sen {@x]¥x,) = sen (polinomio) esta definido en todo
punto, y v(x)=sen (1+ x§.¥3)# 0 siempre que 1+ x1.x5 # k.7, siendo "k"

un entero cualquiera.

Ln (144 x - < X
n ( +X1> =u(§>69{s()losiu(X)ESR,V(X)EEKYV(X)iO'

5) Es f5(x)= cos (1% "%5)  v(x)

El numerador u(x)=Tn (1 + X%) esta definido en todo punto, pues el polino-

mio 1+ X% solo%ema valores positivos.

El dengminador’ v(x) = cos (1+x1.x5) = cos (polinomio) esta definido en todo
punto, W WX)=cos (1 +x1.x5) #0 si 1+ xq.x5 # (2.k +1).7t/2, siendo "k" un
entero cualquiera.

0) El campo f; esta definido en todo punto, pues el numerador /1 + X12 + X%

esta definido en todo punto (ya que el polinomio 1+ X% + X% no toma valores

negativos), lo mismo que el polinomio del denominador, y éste no se anula en
ningun punto.
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FONEMATO 1.26.5

Determinese el dominio de definiciéon de los siguientes campos escalares

— _ X2+3 ) —_Ln(x1—x2)

1> fl(X) B 7+log5 (X1 —X2) ’ 2) fZ(X) B CcOS <X1 +X2)

3) f5(x) = 2 f;‘i . 4) £4(x) = arcsen (xq — x3 — 3)
SOLUCION

1) f(x)= xp 9 =99 c R s6losi u®) e R, v(x) @(E) £0.

7+ IOgS (X1 — Xz) N V(X)
El polinomio u(x) = x, + 3 est4 definido en todo punto. Q

Siendo v(x)=7+logs (x; —x5), es v(x)€R sdlo silogs (x; —x2) e R, lo

que sucede solo si x1 —x5 > 0. Ademas V(g) solo asi x) —xp =577:
n(x)=7+logs (x —x2)=0:>103\\§x2)=—7:>
:>X1 —Xp = ~

En definitiva: 0

Dom.f; ={(X1;X2)€EK2 /X1®>O,X1 — X3 735_7}-

Ln (s1~x2) _ u(x)
cos (x1 +x92) v(x)

Es u(x)=Ln (x; —x2) € R 6 w—xz > 0.

El denominador v(x)= co ») = cos (polinomio) esta definido en todo

2) fo(x) = eN sé ux) e R, v(x) eRy v(x)#0.

punto, y v(x)=cos (x; 4 si xq +xp #(2.k+1).w/2, siendo "k" un
entero cualquiera.

3) Siendo f3(x) =|h(x)

, po f3 esta definido en los mismos puntos que el

campo "h"; y siend =(x1 +x2)/(x; —X») un cociente de polinomios,
unicamente no es inido "h" en los puntos en que x; —x, =0, pues en
ellos se anula el inador.

4) Es f;(x)=a (x) € R sélosi px)eR y|p(x)|<1.
El poli 10 p(x)=x1 —xp —3 esta definido en todo punto, y sucede que
‘p(g)‘_ s1 2<x1—Xp <4
|x1—x,-3|<1=>-1<x; —x, -3<1=2<x; —x, <4

Por tanto:

Dom.fy ={(x1;x7)eR2 /2<x) —x, <4}
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1.27 DOMINIO DE DEFINICION
DE UN CAMPO VECTORIAL

El dominio de definicion del campo vectorial

f: R > RM se denota Dom.(f), y es el ——/ Rm
subconjunto de R formado por los puntos
x tales que f(x)e Rm:

Dom.(f)={xeRn /f(x)e Rm}

Siendo x(0 € R, si f(x0) € RM se dice que "f" esta
definido en el punto x0, y si f(x0) & RM se dice que "f" no estadefinido en di-
cho punto.

De Perogrullo

El campo vectorial "f" esta definido en
el punto "Pepe” solo si todos los cam-
pos escalares que forman "f* estan

N definidos en "Pepe™

® Por ejemplo, el campo vectorial f4h2 > R4 tal que

f(x)=(4/(3—xq. X893V (x17x2) ;eVX1+%2 ;L (x1 +x7))
esta formado por los siguienges*cuatro campos escalares
R R/ (x)=4/3—x1.x3)
f0'R2 15> R/ £, (x)=51/(x1—x2)
B R2 1> R/ £53(x) = eV¥1+x2
£, RZ2H R/ 4 (x)=Ln (x1 +x3)

Asi, el dominid de,definicion de "f" es la interseccion de los correspondientes
dominios de4defihicion de los campos escalares fy, £, f3 y f4. Como:

Dom. f ={(X1;X2)€%2 /3—X1.X% 7&0}

Dom. f, ={(X1;X2)€9TZ /x| —X»p 7&0}

Dom. f5 ={(X1;X2)€9TZ /X1 +xp 20}

Dom. fy4 ={(X1;X2)€%2 /X1 + x5 >O}
resulta ser:

Dom.fZ{(Xl;XZ)EEKZ/3—X1.X% #0, x1 =x9 #0, X1 +x» >O}
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1.28 COMPOSICION DE CAMPOS

Aunque ya hemos trabajado con campos "compuestos”, hablamos expresa-
mente de ellos: se dice que el campo h: R0 > Rk es el compuesto de los
campos f: R0 > RM y g:RM 5 Rk |y se denota h=g e f, si h(x)=g(f(x));
es decir, la imagen de xeRn segun "h" es la imagen segin "g" de la imagen de
x segin "f".

Obvio: el campo h=gef

solo esta definido en los

puntos x € R0 que perte-
nezcan al dominio de
h=gef definicién de "f" y sean

L_) > L_/ tales que f(;) € Dom. g

FONEMATO 1.28.1
Sean f:R2 > R3 y g:R3 1> R4 tales que:

f(x)=(x1.x3 3 X7 +x25 %1 =x2) 5 g(P= Ben vy 3y, +y35 ¥ 3 3)

Determinense h=gef y u=1f ® ¢ y sus respeetivos dominios de definicion.
SOLUCION
® Para el campo vectorial h=g e £ RPN es:

pues f(§)=(X1.X% ;X13 + x5 ;X1 —X9p)

- -V
h(x) = g(FCNFRON x5 5 x{ +x25 %1 —x2)=
i(sen Xl.X% ;X% +x1; (X1.X%)2 ; 3)

pues g(Pepe; JuaniPio) = (sen Pepe; Juan + Pio;Pepe? ;3)

El campo h=g e f sélg,c8ta definido en los puntos x € R2 que pertenecen al

dominio de definjciénfde "f" y son tales que f(;) €Dom. g .. y sucede lo

mejor que podiagpdsdr: como " estd definido en todo punto de R2 y "g"
esta definido en tado punto de R3, el campo compuesto h=g ® f esta defi-

nido en todo puato de N2,

N g )

R2 ? R3 5 N4
(x135%2) —] (Y1:¥25Y3) > (21320323524
A
h=gef

NG >\ )

e (arece de sentido hablar del campo u=f ® g pues el conjunto R4, final de

"g"  no coincide con el inicial de "f", que es R2.
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FONEMATO 1.28.2
Sean f:R3 1> R2, g2:R3I > R4 y w:R2 1> R3 tales que

f)=(x1.x3 %7 +x3) 5 g0 =33 v2+v33 775 3)
1.1(2):(21 +2.22 ;Z% + 2y :6)

Determinese h=g e uef ysu dominio de definicion.
SOLUCION
Ahora "encadenamos™ tres campos.

N AN \ u

R3 N Rj2 5 KR4
(x1;X2;%3) »(y15Y2) »(21322523) (t1;t03t3;5ts)
-/ A
h: g eye f

N J

4
Para el campo vectorial h=geuef, es: é :

pues f(x) (x1.x +X3)

+
h(x) = g(u(f(x)) = g@xz < )3
pues u(Pepe ; Juan) = (P Juan ; Pepe3 + ]uan 0)
=g(xl.X% + 2. ()& @ ; (xq. X2)3 + X1 +x3 ; 6) ?

pues g(Pio ; L4i = (Palx3 ; Lufs + Pax ; Pio? ; 3)

=(6%; (x1-x3)3
El campo h=geuef

Dom.f y son tales&
mejor que podia p :

1) po "f" esta definido en todo punto de R3

+x346;(x1.X3 +2.(x7 +x3))2;3)
sta definido en los puntos x € R3 que pertenecen a

x)€Dom.u y u(f(x))€Dom. g .. y sucede lo

n H

ampo esta definido en todo punto de R2
campo "g" esta definido en todo punto de R3
Asi, el ca @ ctorial h=g e u e f esta definido en todo punto de R3.
g LEY DE MURPHY h

Si algo puede ir mal, ira mal
\_ /
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FONEMATO 1.28.3

Determinese el dominio de definicion de h=g @ f | siendo
£:R3I>R2 /f(x)= (Xl/X% ; X% +Ln x3)
gRZ- R /g()=(3;y1 +v23¥753)

SOLUCION

El campo vectorial h=g e f:R3 > R4 solo esta definido en los puntos xeR3

que pertenecen al dominio de definicién de "f"' y son tales que € Dom. g

........ y de nuevo tenemos la suerte de cara, pues siendo
Dom.f={(x1 ;X93%3)ER3 /x5 #0, x3> O} ; Do@t R2
resulta obvio que el dominio de definicion de h=g e f coin@con el de "f".

FONEMATO 1.28.4 \’
Determinese el dominio de definicion de h=g e f ,\
f:R2 > R3 /f(§)=(xl +X% ;X13

’% 1+x2)
gR3IH R/ o(y) =y, mﬂ@-Ln ¥3377)
SOLUCION Cs
T g [ N ™
(X15%2) —] (Y1:¥2:53) > (21320 523524)

A
N o~ >\ %

h=gef

4 _
El campo vectorial h=g e f %—) R4 s6lo estd definido en los puntos x € R2
que pertenecen al domink&ﬁnicién de "f" y son tales que f(x) € Dom. g.

Es:
Dom.f = R2 &g={(y1 v25y3) €R3 [y £0, y, <1, y3>0]

Por tanto, siendo m

f(§)=(x1+X% ;X13+X2 ;X1 +X9)

Y1 y2 Y3
sucede qu € Dom. g sélo si el punto x= (x1;Xp) € R2 es tal que
X1 +X% #0 ; X13+X2 <1; x1+x,>0

Y1 Y2 Y3
O sea:

Dom.hZ{ (X1;X2)€9{2/X1+X%¢0, X%‘FXZ <1, x; +x, >0 }
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FONEMATO 1.28.5

Determinese el dominio de definiciéon de hy =g ef ydehy, =f e g | siendo

£:R2 > R3 /f(§)=(Ln X1 ;X%/(XZ —-7);x1 +X5)
gRI->R2 /a(y)=U/y2 54y2 —v1)
SOLUCION

pertenecen al dominio de definiciéon de "f" y son tales que f(x

e El campo hy =g ef:R2 > R2 s6lo esta definido en los puntgsyx € R2 que
&m. g. Hs:

Dom.f={(x1 ix)ER2 /x1>0, xp 7
Dom.g ={(y13y2:y3)€R3 /y2 #0, v2 —QO

S’
f(x)=(Lnxq ; X%/(XZ -7) ;@

H/_/ \ J
yi ¥2 .§

sucede que f (;) € Dom. g sélo si el punto _% 5) € R2 es tal que
3

Por tanto, siendo

3
X X
L_z0,; —1 Qxlzo
X2—7 X2
— - -
y2 Y1

En definitiva, el campo vectorial P@ o £:R2 1> R2 sélo esta definido en

los puntos x = (x1;x5) € R2 tale
57
—Ln X1 >0

> . .
x1 >0 ; X2¢\ N_7¢O O
- 4 5
que son los puntos x = (Xme R2 tales que

<3
X -X2¢7;X21_7—LHX120

® El campo hy, =f &g R8> R3 s6lo estd definido en los puntos y € R3 que
pertenecen al do@ de definicion de "g" y son tales que g(y) € Dom. f. Es:

&f{(m;yz;m)es’“/yz £0, yy —y1 20}
Dom.f={(x1 ix2)€ER2 /x>0, x9 ¢7}

Por tando
v =(1 . _
g(y) (iy_% sAY2 = V1)
X1

%K_J
sucede que g(y)€ Dom. f sélo si el punto v =(y1;y2;y3) € R3 es tal que

X2
yr,>0; ya—y1 #7
——
X1

—_———
X2
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En definitiva, el campo vectorial hy, =f ® g:R3 > R3 sélo esta definido en

los puntos y = (y1;V2;y3) € R3 tales que:

270 5y —y120;1/y2>0; \Jyo—y1 #7

que son los puntos y = (y1;y2;y3) € R3 tales que

y2—y1205y2>0; yp —y1 #49

Remueve Roma con Santiago para
conseguir una coleccion de examenes

de Matematicas de aios anteriores ....
sin ellos estudiaras a ciegas

FONEMATO 1.28.6
Determinese el dominio de definiciéon de h = g,e fysichdo
£:R2 > R3 /£(x) = (Ln (x1 — xg9 ;2% /x1 5 1/x5)
2:R3 1> R2 / g(y)=(y +aneséh y, ; cotg y3)
SOLUCION
El campo vectorial h=g @ f:R2 > R2,s8lg esta definido en los puntos x € R2

que pertenecen al dominio de definicién dé"'f" y son tales que f (x) € Dom. g.
Es:
Dom.fZ{(Xl ;xo Y@M/ x1 — x5 >0, x1 20, x5 7&0}
siendo "k" un nimero enterd,
Es:
Dom.g ={w;¥2:v3) € R3 /| y2|<1, y3 #kn}
Por tanto, como
flay= (Ln (xq —x5) ;2 —+/x1 5 1/x5)
——
Y1 Y2 y3
sucede que f(x)EWom. g sélo si el punto X = (x1;Xp) € R2 es tal que

EENETESE U/xp#km
Y3

‘Yz‘

En consecuencia, el campo vectorial h=g ® f:R2 > R2 s6lo esta definido en

los puntos (x1;x5) € R? tales que

x1—xXp>0;x120; xp, 20, |2—4/x1 ‘Sl ; 1/x5 #km
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Utilidad de la composicion de campos

Piensa que las variables xi y xp expresan respectivamente las cantidades de
capital y trabajo empleadas por una empresa, y que las variables yq, yp e y3

expresan las respectivas cantidades de tomate, pera y melén que produce la
empresa cuando utiliza xq unidades de capital y x, unidades de trabajo, siendo

y1=Ln (x1 =x2), y2 =2=4/x1, y3 =1/x7
Ademas, considera que las variables z; y z, expresan respectivamente el ingre-
so y el coste de la empresa si las producciones de tomate, pera y melén son
V1, Y2 € v3, siendo zy =y +arcsen y,, zp =cotg y3. Asi, el campo com-
puesto h=g e f:R2 > R2 determina el ingreso y el coste de la empresa

cuando las respectivas cantidades de capital y trabajo empleadas son xq y x,.

S VA
R2 R2
(X1;Xp) — (V1552553) —> (21;22)

A

h=gef

1 >\__|

FONEMATO 1.28.7

Determinese el dominio de definiciofi dewh =g ® £, siendo
flu;vyw)=(uv/2—-w) ;86— el/u) ; g(z;t)=(z+arccos t; t/z)
SOLUCION

El campo h=g e f:R3 > R $6lo esta definido en los puntos (u;v;w)eR3
que pertenecen a Dom.f ypsofistales que f(u;v;w)€ Dom. g.

Es:

Dom.f={(u;v;w)€SR3 /u#0, W¢2}

y como
flu;viw)=(wv/(2—w);5— 61/u,>
y t

sucede quaf@v;w) € Dom. g sélo si el punto (u;v;w) € R3 es tal que
wv/@-w)#0 ; [5-el/u|<1
—_ |
g |
Asi, el campo vectorial h=g e f:R3 > R2 sélo estd definido en los puntos
(u;v;w) € R tales que u#0, w#2, u.v/2-w)#0 y [5—el/u|<1.
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1.29 CONJUNTOS DE NIVEL
DE UN CAMPO ESCALAR

Siendo ke R y £:R1 > R un campo escalat, el

conjunto de nivel "k" de "f" es el conjunto
Sk = {§ e R/ f(x)= k} formado por los pun-

tos de RN en que "f" toma el valor "k".

Asi, siendo £: R4 > R tal que £(x)=x7.x3° + Ln (x5 — /1 —arGsctivx 4 ), es:

S ={§€9{4 /X1.X35 + Ln (x3 —\/1—arcsen X4)=k}

En términos geométricos, si la funcién o campo escalar "£' es de dos variables, el

conjunto Sy es una curva del plano R2, y de ella se dice.qug es la curva de nivel

"k" del campo "f" .... ademas, si el campo escalaréf tiefle utilidad para anali-

zar "fendmenos" de la vida real, sus curvas dewnivel suelen tener nombre

propio:

e Si f(x) expresa la presién en el punto (x1;x,Y&N2, las curvas de nivel de "f"
se llaman isobaras.

e Si f(x) expresa la temperatura en el put@ (%1;x,)€ R2, las curvas de nivel
de "f" se llaman isotermas.

e Si f(x) expresa la entropfa en el padfo) (x1;x,) € R2, las curvas de nivel de
"f" se llaman isentrépicas.

e Si xq y xp expresan las respectiva$)cantidades de capital y trabajo que emplea
una empresa y f(xq;x5) €M cXpresa la produccion de acero de la empresa
cuando utiliza dichos inpu,jlas curvas de nivel de "f" se llaman isocuantas.

e Si xq y xp expresan lag réspectivas cantidades de cerveza y vino que ingieres

una noche de farra y fx;;%,) € R expresa tu nivel de "felicidad" o "utilidad"

al ingerir tales cantidade$ de alcohol, las curvas de nivel de "f" se llaman cur-
vas de indiferencia:

Mi funcién de utilidad "f" es tal qh —

£(2;5)=1£(7;3)=19 .... por eso me da

igual beber 2 cervezas y 5 vinos que 7 ..

beber 7 cervezas y 3 vinos; en ambos
casos me cojo un pedo de nivel 19,
pues en ambos casos el valor de mi

felicidad o utilidad es 19. Es decir, los
puntos (2;5) y (7;3) estan en la misma

curva de indiferencia (la de nivel 19)/
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FONEMATO 1.29.1

Dibujese el "mapa" de curvas de nivel de los siguientes campos escalares:

1) f(x1;xp)=—2.x1 +3.xp+5; 2) f(x1;X9)=2.x1 +3.xp +5
SOLUCION
Siendo Sy = {; eR2 /f(x)= k}, se tiene que:

1) Es Sy = {(Xl ;x5)€ER2 /—2.x1 +3.x, +5= k}, que es una familia de infini-
tas rectas paralelas (una para cada valor asignado a "k") con peadiénte 2/3.
Recuerda: la pendiente de la recta a.x; + b.x, + c=0 es & b

X2A X2A

& Sk Asignando /
(k—5)/3 valores a "k"

(04

> X1 A/ > x4
(5_k)/2j tgo0=2/3 ////

La ordenada de la recta —2.x1 +3.x5 +5=k cuando xq =0 es (k—5)/3.

La abcisa cuando x, =0 es (5—k)/2,y dicha abcisa es menot cuanto

mayor sea "k". Por ejemplo, la recta de nivel k=7 estd a la izquierda
de la de nivel k=5.

2) Es Sy = {(X1 ;Xp) € R2 /2. X% 3%, +5= k}, que es una familia de infinitas

rectas paralelas (una para ‘cada valor asignado a "k") con pendiente —2/3.

AXZ

Asignando

Si (k=5)/3 valores a "k"

o

/t » X4 | \\\\ » X1
(k- 5)/2

La ordenada de la recta 2.xq +3.x5 +5=k cuando x4 =0 es (k—5)/3.

La abcisa cuando x, =0 es (k—5)/2, y dicha abcisa es mayor cuanto

tg o0=-2/3

mayor sea "k". Por ejemplo, la recta de nivel k=7 esta a la derecha
de la de nivel k =5.
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FONEMATO 1.29.2
Dibujese el "mapa" de curvas de nivel de los siguientes campos escalares:

1) f(xq;x9)=Ln (-3.x1 +4.x9) ; 2) f(Xl;X2>:€3‘Xl+4‘X2

SOLUCION
Siendo Sy = {E eR2 /f(x)= k}, se tiene que:
1) Es

St ={(x1;x2) € R2 /Ln (-3.x1 +4.x5) =k} =
= {(X1 ;x0)ER2 / —3.xy +4.xp = ek}
que es una familia de infinitas rectas paralelas (una para cadawgalor de "k") con
pendiente 3/4. La ordenada de la recta —3.x1 +4.x, = elsi)x; =0 es ek/4.

La abcisa si x5 =0 es —ek/3, que es tanto menor cuantofayor sea "k". Por

ejemplo, la recta de nivel k=9 estd a la izquierda de Ja«le nivel k=7.

X2 A X2 A
Asi d /7
L, [, %
% \a / e
> X1 > Xq
A e 7

Observa: las rectas de nivel estan a la izquierda de la dibujada con trazo
discontinuo grueso, que es la —3.x1 +4.x9 =0, que se obtendria si k=—oo:

1 1
et -|—c>o

=0

k=—-c0o= —3.X1 +4.X2 =e =

2) Es

S = {(X1 ;X0)ER2 /edx1H4xp = k} =

X {(Xl ;x5)€R2 /3.x1 +4.x5 =Ln k}
que es una familig,deunfinitas rectas paralelas (una para cada valor de "k") con
pendiente —3/4" LLa ordenada de la recta 3.x; +4.xp =Lnk si xy =0 es
(Ln k)/4 . Lagabcisa si x, =0 es (Ln k)/3, que es mayor cuanto mayor sea
"k". Por ejemplo, la recta de nivel 9 esta a la derecha de la de nivel 7.
Obseryva: 14 expresion 3.x; +4.x, =Ln k carece de sentido si k<0 (pues
en tal casoSucede que Ln kg R) ........ y eso significa que no hay ningin punto
(x1;%5) € R2 cuya imagen segtin "f" sea negativa, lo que es obvio, pues todo

el mundo sabe que:

0 < (numero pOSitivo> cualquier nimero
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FONEMATO 1.29.3

Dibujese el "mapa" de curvas de nivel de los siguientes campos escalares:

1) f(x1;xp)=sen (—xq +X5) ; 2) f(xq;xp)=cos (—x1 +X3)
3) f(x15x2)=(x1 —2)? + (x5 — 3)?
SOLUCION
Siendo Sy = {g eR2 /f(x)= k}, se tiene que:

1) Es &
Sk :{(X1 ;x9)€R2 /sen (—xq1 +x5) = k}—o

=1(x1;%X5) € R2 / —xq + x» =arcsen
1-22 1 2

que es una familia de infinitas rectas paralelas (una par cads alor de "k") con
pendiente 1. {

Por ejemplo: \%
Si k=0, es: .\

Si k=1/2, es: %
S1/2 :{(Xl ;xp) € R2 Q Xp =arcsen (1/2)}:

Si k=1, es: m

S1 ={(x1 > X @/—M + x, =arcsen l}:
={(§ N2/ —xq +x, =7/2}
Si k=-1, es: %

S ={ e R2 / —xq + x5 =arcsen (—1)} =
;x5)ER2 / —x1 + x5 =—TC/2}

Observa: care ntido elegir "k" de modo que ‘k‘ >1, pues el seno solo
toma valores ndidos entre —1 y 1. Por tanto, todas las rectas de la fa-
milia estan e correspondientesa k=—1y k=1
Ax,
Si—~ 7
/2 @
/ 4
/ /N
—T0/2
/ /n/2
7
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2) Siendo f<Xl ,X2> = CcOS (_Xl + XZ),CS!
Sk ={(X1 3X0) e R2 / cos (xq +xp)= k} =
:{<Xl ;XZ)Emz / xq + X, =arccos k}

que es una familia de infinitas rectas paralelas (una para cada valor de "k") con
pendiente —1. Por ejemplo:

Si k=0, es:
So ={(Xl ;X2) € R2 / x1 + x5 =arccos O} =&
:{<X1;X2)€9{2 /X1 +x2 =7T/2}
Si k=1/2, es: 0
S1/2 ={(X1 QXZ)ESKZ / X1 +x, =atccog (1 =
={(X1;X2)€9{2/X1+X2=é
Si k=1, es:

S ={(X1 ;x5)€R2 /x4 +X.~

0
={(X1;X2)€EK2 / x —O}
Si k=-1, es: b

S_1= {(X1 ;X0 ) € 9{2%@= arccos (—l)} =

sl}=

={(X1;X2)€ 1 t+X9 =TC}
Observa: carece de sentido ele de modo que ‘k‘ >1, pues el coseno
s6lo toma valores comprendgd eatte —1 y 1. Por tanto, todas las rectas de la
familia estan entre las corre tesa k=—1yk=1

3) Si f(x4 (x1 —2)2 + (x5 —3)2, es:

S ={(x17%2) e R2 / (x; —2)2 + (x5 - 3)2 =k}

que es una familia de circunferencias (una para
cada valor que asignemos a "k"), todas con centro

*
en el punto (2;3), yla Sy con radio k. 2
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FONEMATO 1.29.4

Dibujese el "mapa" de curvas de nivel de los siguientes campos escalares:

1) f(xq;x0)=eX1-X2 ; 2) f(x1;X2)=%5/x4
3) f(x15x2)=(x1 —2)/(x2 —3)

SOLUCION

Siendo Sy = {§ eR2 /f(x)= k}, se tiene que:

1) S = {(Xl ;Xp) € R2 /ex1-x2 = k} = {(Xl ;Xp) € R2 / Xq.Xp = , que es
una familia de infinitas hipérbolas equilateras, una para cad positivo que

asignemos a "k" (k#1).
Para k=1, resulta:

S1 {(X1 Xz)Eg{Z /X1 X9 —Ln@

—{(Xl,X2)€9{2/X1 \
O sea, el conjunto de nivel 1 del campo escal % ue f(xq;x,)=eX1-X2

lo forman los dos ejes de coordenadas.

Si k>1esLnk>0; por tanto, la hlperb X2 =Lnk esta en los cua-
drantes primero y tercero. Si O<k<1 <O' por tanto, la hipérbola
x1.X9 =Ln k esta en los cuadrante y cuarto. Es absurdo plantearse
asignar a "k" valores negativos, pues imero positivo)cualquier nimero
2) S = {(Xl x5)€R2 /x5 /xq = x1;X2)€R2 /x5 =k.x1}, que es la
familia que forman las rec as u pasan por (0;0),
salvo el eje de ordenadas cuac1on x1 =0 no x2
puede obtenerse al asig un valor concreto.
Observa que
> X
Dom. f = {( )eSKZ/xlio} 0\ !
3) E eSKZ/Xl_Z—k— A
_{(X1 /xy —kxy+3.k-2=0} 3
que es la fam que forman las rectas que pasan por 2 > x4
el punt , pues para todo "k", al hacer x; =2 en
x| — k. .k—2=0 resulta xp =3. La recta x, =3 (paralela al eje de ab-

cisas), no pertenece a la familia, pues no puede obtenerse al asignar a "k" un
valor concreto en x| —k.xp +3.k—2=0.

Observa que "f" no esta definida en los puntos de la recta x = 3:

Dom. f :{(X1 X)) ER2 /x, # 3}
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FONEMATO 1.29.5

Dibujese el "mapa" de curvas de nivel de los siguientes campos escalares:
1) f(xq:;xp) =X12 — Xy ; 2) f(xq:xp)= x% +xq ; 3) f(x15x0)= 9.x% + 4.X%
SOLUCION

X2
1) Es SkZ{(X1;X2)€5K2/X12—X2=k}=
={(X1;X2)€§K2/X2=X12—k} %1
que es una familia de infinitas parabolas de eje

vertical con los cuernos hacia arriba. St k20 la parébola qucresulta corta al

eje de abcisas en los puntos x4 =+/k (pues X1 - kg0 x4 —+\/_) St

k<0 la parabola correspondiente no tiene contactogcon dicho eje, pues si

k<0 es x; =tk g R.
2) Es Skz{(Xl;Xz)EmZ/X%+X1=k}=

— . 2 — _2
—{(Xl’x2>€9{ /x1= X2+k} X9
que es una familia de infinitas parabolas” dev eje
horizontal con los cuernos hacia la izquiesda. Si
k>0 la parabola corta al eje de ordenadas’en los _/ly
puntos xo = +/k (pues —x% +k=0=xp = i\/E)
Si k<0 la parabola no tiene contaetd gon ese eje, pues si k<0 sucede que

X2 Zi\/EfEK

3) Es SkZ{(Xl;XZ)E%Z/9.X12+4.x%=k}=
X7 X Ax
={(X1;X2)€9{2 /1/19+1/%1 k}z 2
(T«
N !
(X1 Xz)ESKZ @'i—k/j_

que es una famili@de nfinitas elipses.

Si k>0, los sémiejes de la elipse correspondiente son /k/9y /k/4. Si k=0
es S ={(0; 09,

Observa: si el campo escalar £:R? > R es uniforme (o sea, cada punto del
dominio de definicién de "f" tiene una unica imagen) y los numeros reales
ki y kp son distintos, los conjuntos de nivel Sy y Sy, no tienen puntos co-
munes, pues siendo "f" uniforme y ky # ky, no puede existir ningin punto

x€Dom. f tal que f(x)=kj (= x €8y, ) yf(x)=ky (= x€Sy,).
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Aunque gracias a la rana Gustavo todos tenemos clara la no-
cion de proximidad (todos entendemos lo que quiere decirse al afirmar
que Paris estd mas proxima a Londres que Sidney), antes de empezar a
marear las perdices del "limite", la "continuidad" y la "deriva-
bilidad"” de un campo escalar en un punto, debemos dotarnos
de una herramienta que permita evaluar la proximidad entre

puntos de R, dicha herramienta la llamaremos distancia
euclidea

1.30 NORMA DISTANCIA

Norma
Siendo g: R0 > R+ U {0} una aplicacion que a cada punto x € Rn le asocia
un nimero real no negativo que denotamos g(x), diréhgds que "g" es una nor-
ma si satisface las siguientes cuatro exigencias:

Degx)>0 x#0

2)g(x)=0&x=0

3) g(x +y) S g(x)+ g(y), L X9 € Rn

4y g(oex) =|a].g(x), V&R, Vae R

Si "g" es una norma, del nimero real ng négativo g(x) que "g" asocia a x € Rn

se dice que es la norma de x. Es habitual’denotar ng al numero g(g) ; asi, las
anteriores cuatro exigencias se expgesafude la siguiente forma:

1) || x|| > Q&0

29)||x]| £ L& =0

3) I+ I8+ v ]l Vx5 € Ko

4%) | o[l o). x|, Vx € Rn, Vo e R

Distancia
Si d:Rn x Ro > REWH0} es una aplicacion que a cada par (x;y) € Rn x Rn
de puntos de Rigle agocia un numero real no negativo (observa que el conjunto
"final" de "d" g&WRKF U {0}) que denotamos d(x;y), diremos que "d" es una
distancia sglo si satisface las siguientes tres exigencias:

5)dx;y) =0 x=y

6) d(x;y) = d(y,x), Vx,y € Rn

7)d(xsy) Sd(x;z) +d(zy), Vx,y,z € Rn
Si la aplicacion d:Rn X Rn > R+ U {0} es una distancia, del nimero real no
negativo d(x;y) que "d" asocia a (x;y) € Rn x R0 se dice que es la distancia

entre los puntos x e y.
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Toda norma induce un distancia
Si g:Rn > R+ U{0} es una norma, la aplicacion d: R X Ro - R+ U {0} tal

que d(x;y) = g(x—y) = H x—y H es una distancia, pues satisface las exigencias 5),
0)y 7).
En efecto:

5) A =[x-y[=0gx-y=0ex=y
debido a 2%) &
6) d<§;§>=H§—§H=H<—1>-<§—§>H;I—1I-H§—Z@;E>

debido a 4%) \.
D) desy) =[x -y[=[G-2+E-y)] ; HE—EK@yH=d<E;E>+d<E;§>

debido a 3%) 0§
Norma euclidea, distc@a euclidea

Se llama norma euclidea a la definida com
H x H =+ +x2

La distancia euclidea (la g aremos siempre) es la distancia
que induce la norma euélj por tanto, la distancia euclidea entre los

puntos X = (xq;...;Xp) € 9(‘1 & V1; . 3¥n) € RO es:

dixsy) = x +J(x1 = y1)2 + oo+ (X0 — y0)2

_§7:(Xl — V15 - 3Xn —¥n)

Por ejemplo, la dis uclidea entre los puntos x = (3;—4) e y = (=2;5) es

d(x % —y|=+JB - (=2))2 + (=4 -52 =126
($1

Por ejemplo, os puntos x = (2;—5;3) e y = (—1;7;6), la distancia eucli-

dea es
d@“%—ﬂ‘z +J2 = ()2 +(=5-T)2 +(3—-6)2 =162

Por ejemplo, la distancia euclidea entre los puntos x =—4 e y=2 es

d(x;y)=Hx—yH=+1/(—4—2)2 =65‘X—y‘

que es la distancia que en su momento establecimos en R.
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(X05¥0)

Distancia euclidea

Yo
La distancia euclidea "d" entre los
YOT¥1  puntos (xg;y0) v (x1;y1) de R2 es
d=+/(xg —x1)2 +(y0 — y1)?

»y que, segun Pitigoras, es la hipotenusa
X0 de triangulo rectangulo de la figura.

(xX15¥1)

¥1

Que quede claro: pueden establecerse o definirsé'infinidad de crite-
rios distintos para evaluar la proximidad entre dos{puntos "Pepe"” y "Juan"
..... y el criterio establecido por la llamada distancia cuglidea, si bien es el mas fa-
moso, no deja de ser uno mas.

Distancia de Manhattan

Aunque menos famosa que la euclidea, tambiénjes una distancia la aplicacion
d:R2 X R2 > R+ U {0} que al par de puatds a=(xp;y0) y b=(x1;y1) les

asocia el numero real no negativo d{@yh)3|x( — x|+

Vo — V1|, pues sucede
que:
5)d(a;b) =0 asb
6) d(a;b) = d(bea),Wa,b e R2
7) d(a;b) <d¢@iey+ d(c;b), Va,b,c e R2
En efecto:
5)Si a=b es obvio que d(azb)=0; ademas:
d(ash) =20 =[x —x1|+|yg —y1/=0=
:>{|X0 —xq[=0 :{Xofx1}:;:]—3
50 —y1|=0 y0 = V1

6) Bs d(a;b) =|xg =&ql+|vo — vi|=|x1 — xo|+|y1 —yo| =d(b;a).
7) Siendo ¢ = (x5:¥9), cs:
d(a;b)=|x¢ —x¢|+|yo —y1|=

=] (xg —x2)+(x2 = x1)|+|(yo = v2) + (y2 = ¥1)| £

| Pepe + Juan|<|Pepe|+| Juan | 4
<|xg =xp|+[xp =x1[+]yo = ya|+|y2 —v1|=
=(|x0 —xo[+[yo —y2)) + (Ix2 = xq [+]y2 = y1]) =d(a;0) + d(c; )
d(a;c) d(c;b)
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(x03y0) / Distancia

YO

de Manhattan

La distancia de Manhattan
entre los puntos (x(;yqg) vV

¥1 (x1;y1) es la suma de los ca-

tetos del triangulo rectangulo
de la figura.

Aunque la distancia de Manhattan pueda
parecer una gregueria matematica, no hay tal
..... piensa en la distancia que deberias recorrer
si estas en la esquina de una manzana de Man-
hattan y quieres peditle una autégrafo al Co-
nejo de la Suerte, que casualmente se encuen-
tra en la esquina opuesta de esa manzana.

1.31 BOLAS DE CENTRO EN UN PUNTO

Siendo x0 = (x{;...;x4) un punto de RE W'" un nimero real positivo, la bola

abierta de centro en x y radio "r" s€’denota B(x0;r), y es el subconjunto de

Rn formado por los puntos x = (xff P X ) cuya distancia a x( es inferior a

n_n,

r
B(x0;1) ={ x 5. ,x,) € RO /d(x;x0) <t} =

={§=(x1,... ’Xn>eg{n /+\/(x1 _X(l))2 + ...+ (X, —xg)2 <r}

La bola cerrada de centgoueni?x( v radio "t" se denota B(x(;r), y es el sub-

conjunto de M1 que fommamlos puntos x = (x1; ... ;X5 cuya distancia a x( no

es superior a "'

B=1{ x = (x1,...,.x,) € R" /d(x;x0) <1} =

:{;2(}(1,... >Xn)eg{n/+\/(X1 _X?)Z +---+(Xn_X91)2 Sr}

Ejemplosyabola abierta de centro en x( = (3;4) € R2 y radio "r" la forman

los puntos\= (x1;x7) € R2 tales que
+(x1 =3)2 +(x2 —4)2 <t

que son los puntos interiores a la circunferencia de

X2 A

4

centro en x(0 = (3;4) y radio "r". La bola cerrada de

centro en x0 = (3;4) € R2 y radio "t" esta formada por >

2]

los puntos anteriores y los de dicha circunferencia. La
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bola abierta de centro en el xo = (1;3;2) € R3 y radio "t" la forman los puntos

x = (x1;%2;%3) € R3 tales que

(1 = D2+ (xp =3)2 +(x3-2)2 <t

que son los puntos interiores a la esfera de centro en el punto x0 = (1;3;2) y

radio "r". La bola cerrada de centro en x0 = (1;3;2) € R3 y radio "t" esta for-

mada por los puntos anteriores y los que estan en la citada esfera. La bola abierta
de centro en xg =5 € R y radio "t" la forman los puntos x € R galesque

+Jx =52 =|x-5|<r
que son los puntos del intervalo (5—1r;5+1):
‘x—5‘<r:>—r<x—5<r:5—r<x<5+r:>X€(5—r;5+r)
La bola cerrada de centro en xg =5€ R y radio "r'%lafosman los puntos x € R
tales que +m = ‘ X —5‘ <r, que son los ptatosdel intervalo [5—1;5+1]:

|x=5|<r=—1r<x-55r=5-r<RLS%r=>xe5-r1;5+1]

Obviedad trascendental

Si una propiedad "P" se verifica en todo punto de la
bola abierta de centro en el punto "Pepe" y radio "r", la
propiedad "P" también se verifica en todo punto de toda

bola abierta de centro en "Pepe" y radio r* inferior a "r".

X2 A
/Si a todo punto de la\

bola abierta de centro
. 4
en (3;4) € R2 y radio 2
le huelen los pies, pue-

des apostar la vida a \
que también le huelen ‘

iEres un
geniol

los pies a todo punto
de toda bola abierta de

centro en (3;4) e R2 y

\ radio inferior a 2 /
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1.32 CARACTERIZACION TOPOLOGICA
DE UN PUNTO RESPECTO A UN CONJUNTO

Sea "S" un subconjunto de R y "Pepe" un punto de RO

Como no hay mis cera que la que arde, hay una bola abierta de centro en
"Pepe" que no contiene ningun punto de "S", o toda bola abierta
de centro en "Pepe” contiene algun punto de "S" ..... y para distinguir

una situaciéon de otra se han inventado los conceptos de punto e ior y punto
adherente a un conjunto.

Punto exterior a un conjunto 0

Se dice que x( € R es punto exterior al conjunto "S" si exist§ una bola abierta
de centro en x( que no contiene ningtn punto de "S"; es decir, existe B(x0;r)

tal que B(x0;r)NS =,
Se llama exterior del conjunto "S" al conjunto q & los puntos exteriores
a"S", y se denota Ext.(S). %

Por ejemplo, siendo "S" el conjunto que for untos (x1;x2) € R2 tales

que |x1|<3y |x2|£2, el punto

(4;3) es exterior a "S", pues existe

una bola abierta de centro en (4;3) 3 % v

que no contiene ningun punto de
"S". El punto (1;1) no es exterior a

"S", pues toda bola abierta de centr
en (1;1) contiene puntos de S’, o4 3 2

\
"ﬂ%
v

mismo pasa con el punto (=2

Observa: si xg € S=en o- )

la abierta de centro en

menos un punto de "S" pio x0) = ninguna bola abierta de centro en x(

carece de puntos de "Sw

0 no es exterior a "S".

Punto ad nte a un conjunto
Se dice que x0 s punto adherente al conjunto "S" si toda bola abierta de
centro en x( tfene algin punto de "S"; es decir, para toda bola B(x0;r) su-

cede que YNS #J.
Se llama a cia del conjunto "S" al conjunto que forman los puntos adhe-

rentes 2 "S", y se denota Adh.(S) 6 [S].

Por ejemplo, siendo "S" el conjunto que forman los puntos (x1;x,) € R2 tales

que ‘xl ‘ <3y ‘x2 ‘ <2, yademas el punto (4;3), es evidente que:

a) El punto (1;1) €S es adherente a "S", pues toda bola abierta de centro en
(1;1) contiene algun punto del conjunto "S".

Tema 1. Campos escalares y vectoriales 77



b) El punto (—2;2) ¢S es adherente
a "S", pues toda bola abierta de
centro en (—2;2) tiene algin pun-
to de "S".

c) El punto (4;3) €S es adherente a
"S", pues toda bola abierta de cen-
tro en (4;3) tiene algun punto de | _3 1 3
"S", pues contiene al propio (4;3). S

d) El punto (=2;3) ¢S no es adhe- )

rente a "S", pues hay una bola
abierta de centro en (=2;3) que no contiene ningin puntgrde ™S".

Observa: el punto (—2;3) ¢ S es exterior a "S", pero nogasi punto (4;3) €S.

Observa: si x0 € S =>en toda bola abierta B(xq ;1) de centro en x( hay al

menos un punto de "S" (el propio §0) = B(g() ;RS = x( es adherente a
"S". De otro modo: V S © Rn sucede que S < AJBNS).

Observa: si toda bola abierta de centro en gh pnto x0 € R0 contiene algin

punto del conjunto S € R0 (es decir, xp € RBues punto adherente al conjunto

S € R1n), como no hay mas cera que la que atdé, por fuerza sucede una de las

siguientes dos opciones:

a) Hay una bola abierta de centro en x{j4fflie contiene un tnico punto de "S". En
tal caso, dicho punto tnico es el pfopie x0, pues si fuera el x1 # x(, tomando
0<r<d(x0;x1), en la bola B04t) no habria ningtin punto de "S", por lo

que x0 no serfa punto adheteittea ' S".

b) Toda bola abierta de centf®en x( contiene mas de un punto de "S". En tal
caso, toda bola abierta dé%eefitro en x( contiene infinitos puntos de "S", pues
si contuviera un nimeto finito de puntos X1,X2, ... ,Xm , Sin mAs que tomar
r >0 inferior a la nfegor de las distancias de x0 a los puntos X1,X2, e ;X
sucederia que en labela B(x0;r) no habria puntos de "S", por lo que x( no
serfa punto adherente’a "S".

Para distinguir wha Situacion de otra se han inventado los conceptos de punto
aislado y puntdide acumulacion.

Puntae'aislado de un conjunto

Se dice que x0 € R0 es punto aislado del conjunto "S" si hay una bola abierta
de centro en x( tal que x(0 es el tnico punto de "S" que hay en esa bola; es decir,
existe B(x0;r) tal que B(xp;r)NS = {Eo}. Por ejemplo, siendo "S" el con-
junto que forman los puntos (x1;x2)€ R2 tales que |x1|<3 y [x5]<2, ¥
ademas el punto (4;3), es evidente que:
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1) El punto (1;1)€S no es aislado

de "S", pues toda bola abierta de 4
centro en (1;1) contiene algun 3
punto de "S" distinto del propio 2

(1;1).
2) El punto (=2;2) ¢ S no es aislado

de "S", pues toda bola abierta de | 3 1 3
centro en (—2;2) contiene mas de S

un punto de "S".
3) Como (=2;3) ¢ S no es adherente

a"S", no es punto aislado de "S".
4) El punto (4;3) €S es aislado de "S", pues existe una bola%ablerta de centro en
(4;3) enla que (4;3) es el unico punto de "S".
Observa: si x( es exterior a2 "S" = hay una bolayabigrta de centro en X0 que
no contiene ningun elemento de "S "= no hay niftgunanpola abierta de centro en
x( y tal que x0 sea el unico punto de "S" en esa bola,=> x( no es punto aislado

de "S".
Punto de acumulacion de'un conjunto

Se dice que x0 € R es punto de acumulagin del conjunto "S" si toda bola

abierta de centro en x( contiene infinidad dé puntos de "S". Se llama acumula-
cion de "S" al conjunto que forman lo§ pmatos de acumulacion de "S"; se denota
Ac.(S).

Por ejemplo, siendo "S" el conjuato ‘que forman los puntos (x1;x,) € R2 tales

que |X1 | <3y |X2 | < 2,y ademas elpunto (4;3), es evidente que:

1) El punto (4;3) €S no e9 de,acu- A
mulacién de "S", puesghaywfuna 3 p
bola abierta de centraffen (4;3)
2

que no contiene infinitos puntos
de "S".
2) El punto (—2;2) gS 6§ de acumu-

lacion de "S'g pues toda bola | -3 1 3 4
abierta de cegtio ¢h (—2;2) tiene S

infinidad de punagos de "S". )
3) El puntof(1;1) € S es de acumula-
cion de “S&fpues toda bola abierta de centro en (1;1) contiene infinidad de

puntos de "S".
4) Como (=2;3) ¢ S no es adherente a "S", no es punto de acumulaciéon de "S".

Observa: si x( es exterior a "S" = hay una bola abierta de centro en x0 que
no contiene ningun punto de "S" = no todas las bolas abiertas de centro en x(

contienen infinitos puntos de "S" = x(¢ no es punto de acumulacién de "S".
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Punto interior a un conjunto

Se dice que x0 € Rn es punto interior al conjunto "S" si existe una bola abierta

de centro en x0 que esta contenida es "S"; o sea, existe B(go;r) tal que

B(x(;r) € S. Se llama interior de "S" al conjunto que forman los puntos interio-
res a "S", y se denota Int.(S).

Por ejemplo, siendo "S" el conjunto que forman los puntos (x1;x,) € R2 tales

que |X1|S3y |x2|<2,yademés el

A
punto (4;3), es evidente que: 3
1) El punto (4;3) € S no es interior a
2

"S", pues ninguna bola abierta de
centro en (4;3) esta contenida en

"S".
2) El punto (—2;2) € S no es interior | =3 1 S 3

a"S", pues ninguna bola abierta de

centro en (—2;2) esta contenida )

en"S".
3) El punto (1;1) €S es interior a "S", pues fidyquha bola abierta de centro en
(1;1) que esta contenida en "S".
4) El punto (—2;3) € S no es interior 3 "8fyplcs ninguna bola abierta de centro
en (—2;3) esta contenida en "S".

Observa: si xq es interior a "S" =3phayuna bola abierta de centro en x( que

esta contenida en "S" = el centrox (lde la bola pertenece a "S". De otro modo:
todo conjunto "S" verifica que dati(S)iC S.

Punto frontera desun conjunto

Se dice que x0 € R0 es pumtorffontera del conjunto "S" si toda bola abierta de
centro en x( tiene elemegdftog,de "S" y elementos que no son de "S".

Se llama frontera de "$" &l conjunto que forman los puntos frontera de "S", y se
denota Fr.(S). Poriejemplo, siecndo "S" el conjunto que forman los puntos
(x1;x2) € R2 taled Gue |x1| <3y [x2]<2, y ademis el punto (4;3), es evi-

dente que: N

1) El punto (433, S es frontera de 3 P
"S", puésstoda bola abierta de cen-
tro en (#%3)/ contiene puntos de 2

"S" y puntos que no son de "S".
2) El punto (=2;2)&S es frontera

de "S", pues toda bola abierta de | =3 1 3 4
centro en (—2;2) tiene puntos de S

"S" y puntos que no son de "S". )
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3) El punto (1;1) €S no es frontera de "S", pues hay una bola abierta de centro
en (1;1) que sélo contiene puntos de "S".
4) El punto (—2;3) € S no es frontera de "S", pues hay una bola abierta de centro

en (—2;3) que no contiene puntos de "S".

Observa: si x( es exterior a "S" = hay una bola abierta de centro en X0 que
no contiene puntos de "S" = no toda bola abierta de centro en X( contiene

puntos de "S" y puntos que no son de "S" = x( no es punto frontera de "S".
Observa: si x( es punto aislado de "S" = hay una bola B(go ;Pnal"que X0 €s

el dnico punto de "S" que hay en dicha bola = tanto simg %t como si
0<t*<r,enlabola B(x0;r*) hay puntos de "S" y puntgs,que’'no son de "S"

= x( es punto frontera de "S".

Observa: si xq es interior a "S" = hay una bola abicdtta de centro en xq que
esta incluida en "S" = no toda bola abierta de centgo %¢ €ontiene puntos de "S"
y puntos que no son de "S" = x0 no es punto frofteratde "S".

1.33 . CARACTERIZACION
TOPOLOGICA DE UN CONJUNTO

e Se dice que S RN es abierto si Int. (S) £ SNal es el caso de

Sy ={(x1;%2) € R2 /13 IW , 1 <x,<2} = R2
e Se dice que SC R es cerrado si Adh(8) =S. Tal es el caso de
Sy ={(x1;x2) e W <x;<3,1<x,<2 e R2

OjO!: igual que hay vine que no es blanco ni es tinto, hay con-
juntos que no son abiertes ni cerrados. Tal es el caso de

S5 ={(x1 MR ER2 /1<x1<3,1<x,< 2} c R2

A A A
20— 2 2
1 31 | 1 52 1 53
I 3 " q 3 " 1 3 >
Observas

El conjuqts yacio @ es abierto, pues Int.(J) =J; y también es cerrado, pues
Adh.(D)=. El conjunto R es abierto, pues Int.(R1)=R1; y también es
cerrado, pues Adh.(R)=Rn,

e Sec dice que "S" es un conjunto acotado si hay una bola abierta de radio finito
que lo contiene; es decir, existe B(x0 ;1) tal que S < B(x0 ;r).

e Se dice que "S" es un conjunto compacto si es cerrado y acotado.
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\ demostrar que B C A) /

Dentro de un momento te hara
falta: para demostrar que el
conjunto "A" coincide con el
conjunto "B" debes demostrar
que todo elemento de "A" es
elemento de "B" (es decir,
demostrar que A € B) y que to-

do elemento de "B" es
elemento de "A" (es decir,

PROPIEDADES

1)

2)

El complementario de un abierto es yfyceérrado.

Sea S C N1 un abierto y S¢ = {§ e Rn /x & S} éhycomplementatio de "S".

Demostraremos que S€ es cerrado demostramdowque S¢ = Adh.(S¢), y co-
mo S¢ (al igual que todo subconjunto de R Myverifica que S¢ < Adh.(S¢),
para demostrar que S¢ = Adh.(S¢) basta demostrar que Adh.(S¢) C S¢; es

decir, basta demostrar que si x0 € Adh.(SE) entonces x( € S¢. Veamos:

Si x0 € Adh.(S¢), toda bola abiertasdc'&ntro en x( contiene algin punto de

S¢. En consecuencia, por reduccion al absurdo, si x( & SC¢ entonces
X0 €S,y como "S" es abiertogexiste una bola abierta de centro en x( que
esta incluida en "S", por largue,el esa bola no hay ningun punto de S¢, lo
que es absurdo, pues X0 € Adh.(S¢). Como no puede ser X0 & S¢, es

x( € S¢; por tanto: Adh{(SE&pc Sc.
El complementagig de un cerrado es un abierto.

Sea S € Rn un ceffdde § Sc = {g eRn/x¢ S} el complementario de "S".
Para demostrar qUeaS¢ es abierto debemos demostrar que S¢ =1Int.(S¢), y
como S¢ (al igual glie todo subconjunto de Rn) verifica que Int.(S¢) < S¢,
para demostfag qtie S¢ = Int.(S¢) basta demostrar que S¢ C Int.(S¢); es de-

cir, basta. dem®strar que si x( € S¢ entonces x( € Int.(S¢).

Por reduckcién al absurdo: siendo x¢ € S¢, si x0 € Int.(S¢), en toda bola

abierta de centro en x( hay puntos que no pertenecen a S¢; es decir, en toda
bola abierta de centro en x( hay puntos del conjunto "S", por lo que
x0 € Adh.(S), y como por ser cerrado "S" sucede que S = Adh.(S), resulta

que x0 € S, lo que es absurdo, pues x0 € S€.

Por tanto, si no puede serxq & Int.(S¢), es x0 € Int.(S¢); asi: S¢ < Int.(S¢).
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3) La interseccion de un numero finito de abiertos es un
abierto.

Sean Sy, ...,S,, subconjuntos abiertos de R1 y "S" su interseccion:

k=m
S=51NS,N..NnSy = () Sk
k=1

Para demostrar que "S" es abierto debemos demostrar que S = Int.(S), y co-

mo "S" (al igual que todo subconjunto de Rn) verifica que 1

demostrar que S =Int.(S) basta demostrar que S C Int.(S
demostrar que si x0 € S entonces x( € Int.(S). En efect

ces x( pertenece a cada uno de los conjuntos Sy, ... ,S interseccion es

"S" y como Sy es abierto (k=1, ...,m), hay una bola abferta B(x( ;1) que
estd contenida en Sy. Asi, si r=min{r,... ,t, }, B(x0;r) esta con-
tenida en cada uno de los conjuntos Sy, ...,S,5 to, esta contenida en

su interseccion "S" y x( € Int.(S). ;§
4) La union de un numero finito a%‘ados es un cerrado.

Sean §1,S7, ... ,S subconjuntos cerradoside 0 y "S" su union:

@ k=m
S=§5USy m = Sk
k=1

Para demostrar que "S" es cerrad@emos demostrar que S = Adh.(S), y

como "S" (al igual que todo sub@nto de Rn) verifica que S < Adh.(S),
pata demostrar que S = Adh. wsta demostrar que Adh.(S) C S; es decir,

basta demostrar que si x( .(S) entonces x( €.
En efecto, sea x0 € Adh: o sea, toda bola abierta de centro en x( con-
tiene algin punto de " r reduccion al absurdo:

siQ’ =x0 ¢S, (Vk=12,...,m)=
\ . B _ k=m .
L (Vk=12,.. . m)=x0€ (] Sf=
k=1 4
omo Sy (Vk=1,2,... ,m) es cerrado =
(Vk=1,2,...,m) es abierto = kﬂm8§ es abierto
k=1

_ _ k=m
= JdB(x0;r)/B(xo;r) < N St
k=1

Asi, hay una bola abierta de centro en x( que no contiene ningin punto de
"S" lo que es absurdo, pues x0 € Adh.(S).

Por tanto, si no puede ser x0 €S, es x0 €8.
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FONEMATO 1.33.1

Caractericense topologicamente los puntos 0'9, 2, 3, 4, 473, 5, 6 y 7 respecto al

conjunto
S={xeR/2<x<5lu{7}
SOLUCION

Caracterizacion topologica del punto 0'9 ¢ S

0'9—r 0'9+r
R

09 2 5 7
<>
‘ ‘1'] S={X€SK/2<XSS}U{7}

Es obvio que 0'9¢S={xeR/2<x<5}U{7} yquelabola
abierta (0'9—r;0'9+r) de centro en 0'9 y radio "t" muerde o no al
conjunto "S" seginsea + >1'1 6 0 <r <1'l.

R

e El punto 0'0 es "exterior" a "S", pues hay bolds abiertas de centro en 0'0 que
no contienen ningun punto de "S" (todasflasybolas abiertas con centro en 0'9 y

radio menor que 1'1).
e Como el punto 0'9 es exterior a "S", no €& adherente" a "S".

e El punto 0'9 no es "aislado" de "S'smpues 0'9 no pertenece a "S".

e Como el punto 0'9 no es adhereate a'S", no es de "acumulacion" de "S".

e El punto 0'9 no es "interior' adtS"pues 0'0 no pertenece a "S".

e Como 0'9 es exterior a "S¥, no“esypunto "frontera" de "S".

Si "Pepe" es un punto exterior al conjunto "S", entonces

"Pepe" no es punto adherente a "S", ni punto aislado

de "S", ni punto de acumulacién de "S", ni punto interior a

"S", ni punto frontera de "S".

Caracterizacion topologica del punto 2 ¢ S

S={xeR/2<x<5}U{7}

@ @
5 7

2—t 2+r
v S(T

Es obvio que 2¢S={x e R /2<x <5} U{7} y que toda bola
abierta (2—1;2+r) de centro en "2" muerde a "S"

R
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El punto "2" no es "exterior" a "S", pues no es posible encontrar una bola
abierta de centro en "2" que no contenga ningun punto de "S".

El punto "2" es "adherente" a "S", pues toda bola abierta de centro en "2"
contiene algun punto de "S".

El "2" no es punto "aislado" de "S", pues "2" no pertenece a "S".

El "2" es punto de "acumulacion" de "S", pues toda bola abierta de centro en
"2" contiene infinitos puntos de "S".

El "2" no es punto "interior" a "S", pues "2" no pertenece a "Ss

El "2" es punto "frontera" de "S", pues toda bola abierta gen%eentro en "2"
contiene puntos de "S" y puntos que no son de "S".

Caracterizacion topologica del punto 3w’ S

3—1cT r3+r
°
53
-
—1
Es obvio que 3€S={xeR/2<x<5}U{7} yque,si 0<r<1,la

bola abierta (3—t;3+1) de centro en "3" y radio "t" sélo muerde a "S"

R

. o
5 7

S={xeR/2<x<5uU{7}

El punto "3" no es "exterior" a "S", pues, 3 € S.

El punto "3" es "adherente" a "S"{ipues 3 € S.

El "3" no es punto "aislado',dé}'S'y pues no hay ninguna bola abierta de cen-
tro en "3" y tal que "3" sea elaifiieo punto de "S" en dicha bola.

El "3" es punto de "acumlaeion" de "S", pues toda bola abierta de centro en
"3" contiene infinitos puatoside "S".

El "3" es punto "interior™a "S", pues hay bolas abiertas de centro en "3" que
estan incluidas en "Si

Como "3" es interiog,a,"S", no es punto "frontera" de "S".

Si el punto "Pepe" es interior al conjunto "S", entonces
"Pepe" no es punto exterior a "S", es punto adherente
a "S", no es punto aislado de "S", es punto de
acumulacién de "S", no es punto frontera de "S".

Caracterizacion topoldgica del punto 4 € S

Igual que para el punto "3", pues "4" también es interior al conjunto "S".

Caracterizacion topologica del punto 4'73 € S

Igual que para los puntos "3" y "4", pues 4'73 también es interior al conjunto "S".
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Caracterizacion topologica del punto 5 S

5—r j r5+r
o€ 2 © R
2 5 7

Es obvio que 56 S={xeR /2 <x <5} U{7} y que toda bola
abierta (5—r;5+r) de centro en "5" muerde 2 "S"

e El punto "5" no es "exterior" a "S", pues 5 € S.
e El punto "5" es "adherente" a "S", pues 5 € S.

e El"5" no es punto "aislado" de "S", pues no hay ningunagbolaabierta de cen-
tro en "5" y tal que "5" sea el tnico punto de "S" en dicha‘hela.

e EI"5" es punto de "acumulacién” de "S", pues toda bela abierta de centro en
"5" contiene infinitos puntos de "S".

e E1"5" no es punto "interior" a "S", pues ningurta,béla abierta de centro en "5"
esta incluida en "S".

e EI"5" es punto "frontera" de "S", pues tdda bola abierta con centro en "5"
contiene puntos de "S" y puntos que no sonfde/'S".

Caracterizacion topologica del punto 6 ¢ S

Lo mismo que para el punto 0'9, pues "¢ @mbién es exterior al conjunto "S".

Caracterizacion topologica. del punto 7 € S

T—t j r7+r
o€ ° ® R
2 5 7

Es obvio que 7€ S={x € R /2 <x <5} U{7} y que hay bolas abiertas
(7—t;7+r) de centro en "7" que sélo muerden a "S" en el punto "7"

El punto "7" no es "extctior" a "S", pues 7 € S.
El punto "7" es "adhcrente" a "S", pues 7 € S.

El "7" es punto ('aislado" de "S", pues hay bolas abiertas de centro en "7" en
las que el tnicempunito de "S" es "7".

El"7" no esunite de "acumulaciéon" de "S", pues hay bolas abiertas de centro
en "7" que.no contienen infinitos puntos de "S".

Como el'puhto "7" es aislado de "S", no es "interior" a "S".

El "7" es punto "frontera" de "S", pues toda bola abierta con centro en "7"
contiene puntos de "S" y puntos que no son de "S".

Si el punto "Pepe" es aislado del conjunto "S", no es exterior
a"S", es adherente a "S", no es de acumulacién de "S", no es
interior a "S", es frontera de "S".
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Caracterizacion topologica del conjunto "S"

Siendo S={x e R/2<x <5 U{7}, es:

e Int.(S)={xeR/2<x<5}#S, porlo que "S" no es abierto.

o Adh(S)={xeR/2<x<5}U{7} #8S, porlo que"S" no es cerrado.

o Ac(S)={xeR/2<x <5

o Fr.S)={2}u{5}u{7}.

e Elconjunto S={x e R/2<x <5} U{7} es acotado, pues, plo, esta

contenido en la bola abierta de centro en el punto 234'69 y r 03745.

e El conjunto "S" serfa compacto si fuera cerrado y acotadgpgpero como no es
cerrado, no es compacto.

Observa: \~
e SiS={xeR/a<x<blu{c},es: Q
#*Int.(S)={xeR/a<x<b}#S i"S‘%bierto

* Adh.(S)={xeR/a<x<b}u{c}= "
*Ac(S)={xeR/a<x<b}

no es cerrado

#Fr.(S) = {a} U {b} U {c} ()
e SiS={xeR/a<x<bluic},es %
#Int.(S)={xeR/a<x< "S" no es abierto
#* Adh.(S)={xeR/a<x {c} =S ="S" es cerrado

*Ac.(S)={Xe§K/aSX%

* Fr.(S) ={a} U {b}g)

SiS={Xe9{/aSX<biQes:

#Int.(S)={x eR <b} #S="S" no es abierto
* Adh.(S)={x € <x <b}u{c}#S="S" no es cerrado
* Ac.(S)={x <x<b}

*Fr.(S) = { Fotcl

* Al Y={xeR/a<x<b}#S="S" no es cerrado

FAC.(S)={xeR/a<x<b}
(S)={a}U{b}
SiS={xeR/a<x<b},es
#Int.(S)={x € R /a<x <b}#S="S" no es abierto
#* Adh.(S)={xeR/a<x<b}=S="S" es cerrado

*Ac.(S)={xeR/a<x<b}
* Fr.(S) = {a} U {b}

SiS={xeR/ < b}, es:
*Ir$ x €R/a<x<b}=S="S" es abierto
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FONEMATO 1.33.2

Caractericese topologicamente el conjunto de los numeros naturales, el de los
nameros enteros, el de los nimeros racionales y el de los nimeros irracionales.

SOLUCION

Caracterizacion topologica de los naturales

k—r k+r n—r n+r
e 1 o r ‘l ° f ° R
n—1 k n

n+1

Sea "S" el conjunto de los numeros naturales y "n" un nimefo natural:

El punto "n" no es exterior, pues n € S.

El punto "n" es adherente, pues n € S.

El punto "n" es punto aislado de "S", pues hay bolas abiertas de centro en "n"

en las que el unico punto de "S" es "n".

El punto "n" no es de acumulacion, pues hayfBelas abiertas de centro en "n"
que no contienen infinitos puntos de "S".
Como el punto "n" es aislado de "S", no eg iftesior a "S".

El punto "n" es frontera de "S", pues toda (bola abierta con centro en "n" con-

tiene puntos que pertenecen a "S" y punitosyque no pertenecen a "'S".

Si "k" no es un numero natural:

El punto "k" es exterior a "S", pues/ha¥y bolas abiertas de centro en "k" que no
contienen ningun punto de "S"

Como el punto "k" es exteripr a§", no es adherente a "S".

El punto "k" no es punto dislado de "S", pues "k" no pertenece a "S".
Como el punto "k" no esadherente a "S", no es de acumulacion de "S".
El punto "k" no es intetier a "S", pues "k" no pertenece a "S".

Como el punto "kiyeséexterior a "S", no es frontera de "S".

En definitiva, siend6 18" el conjunto de los nimeros naturales, es:

Int.(S) = & # §Wpot 1o que "S" no es abierto.
Adh.(S) = S§porilo que "S" es cerrado.
Ac(S) £

Fr.(S) 2\

Caracterizacion topologica de los enteros

Igual que el conjunto de los nimeros naturales.
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Caracterizacion topologica de los racionales

Sea "S" el conjunto de los numeros racionales y "x" un numero racional:

e El racional "x" no es exterior a "S", pues x € S.

e El racional "x" es adherente a "S", pues x € S.

e FEl racional "x"

" H

no es punto aislado de "S", pues toda bola abierta de centro en
contiene numeros racionales distintos de "x".

e FEl racional "x" es punto de acumulaciéon de "S", pues toda lsela abierta de
centro en "x" contiene infinitos nimeros racionales.

e El racional "x" no es punto interior a "S", pues como todabola abierta de

centro en "x" contiene nimeros racionales y nimeros irragiofales, no hay nin-
guna bola abierta de centro en "x" que esté contenida en "§,

e El racional "x" es punto frontera de "S", pues toda bgla abierta con centro en
"x" contiene nimeros racionales y numeros no raciogales¥(irracionales).

Si "z" es un numero irracional:

e Elirracional "z" no es punto exterior a "S", pues téda bola abierta de centro en

"z" contiene numeros racionales.

e Como el irracional "z" no es exterior a "S", €s ptinto adherente a "S".

e Elirracional "z" no es punto aislado de "§"}pues "z" no pertenece a "S".

e FEl irracional "z" es punto de acumuldCién de "S", pues toda bola abierta de

centro en "z" contiene infinitos nimesos¥acionales.

e El irracional "z" no es punto intesiota "S", pues como toda bola abierta de

centro en "z" contiene numeros¥racibnales y numeros irracionales, ninguna

bola abierta de centro en "z" esfa céntenida en "S".

e Elirracional "z" es punto freatéta de "S", pues toda bola abierta con centro en

"z" contiene numeros raciomaleés® nimeros no racionales (irracionales).

En definitiva, siendo "S" el@enjunto de los nimeros racionales, es:

e Int.(S)=U #S, por leqie,"S" no es abierto.

e Adh.(S)=R#S, pérdoque "S" no es cerrado.
o Ac(S)=

o Fr.(S)=

Caracterizacion topologica de los irracionales

Sea "S" elf€enjunto de los numeros irracionales y "x" un nimero irracional:

e Elirractegal ’x" no es punto exterior a "S", pues toda bola abierta de centro en

el irracional "x" contiene nimeros racionales.

e Como el irracional "x" no es exterior a "S", es adherente a "S".

e Elirracional "x" no es punto aislado de "S", pues toda bola abierta de centro

en "x" contiene nimeros irracionales distintos de "x".

e El irracional "x" es punto de acumulacién de "S", pues toda bola abierta de
centro en "x'" contiene infinitos numeros irracionales.
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e El irracional "x" no es punto interior a "S", pues como toda bola abierta de

centro en "x" contiene numeros irracionales y nimeros racionales, ninguna

bola abierta de centro en "x" estia contenida en "S".

e Elirracional "x" es punto frontera de "S", pues toda bola abierta con centro en

"x" contiene nimeros irracionales y nimeros no irracionales (racionales).

Si "z" es un numero racional:

e El racional "z" no es punto exterior a "S", pues no pertenece a "S".

e Como el racional "z" no es exterior a "S", es punto adherente a 'S™

e El racional "z" no es punto aislado de "S", pues "z" no pertenéeg a¥'S".

e FEl racional "z" es punto de acumulacién de "S", pues toda Bolajabierta de cen-

tro en "z" contiene infinitos nimeros irracionales.

e El racional "z" no es punto interior a "S", pues como toda bola abierta de

centro en "z" contiene numeros racionales y nuimefos,irracionales, ninguna

bola abierta de centro en "z" esta contenida en "S".

e El racional "z" es punto frontera de "S", pues téda bela abierta con centro en

"z" contiene numeros irracionales y nimeros no‘fegacionales (racionales).

En definitiva, siendo "S" el conjunto de los namegos frracionales, es:

o Int.(S)=#S, por lo que "S" no es abierto.

e Adh.(S)=R#S, porlo que "S" no es cértade.
o Ac(S)=R.

o Fr.(S)=R.

FONEMATO 1.33.3

Caractericense topologicamente logyptintos 5, 6 y 8 respecto a la siguiente suce-
sién de numeros reales:

S={&3€%/xn=8—i,nzlﬁﬁ, ...... }

n
SOLUCION
Al asignar a "n" los valegcsvl, 2, 3, ... vamos obteniendo los infinitos puntos
(numeros reales) quéforman el conjunto "S":
_[ P20 5 36 44 52 4
s{a@ 07,36, 4 2 s

Es claro que si&n"tiende a infinito, el nimero real 4/n tiende a cero, por lo que
el namero geal 8 —(4/n) tiende a 8 (con valores inferiotes a 8, pues 4/n >0 pa-
ra todo valog datural de "n"

Se dice que el limite de la sucesion "S" es el nimero 8 para expresar de modo
rapido que el nimero 8 — (4/n) tiende a 8 si "n" tiende a infinito.

+ X
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Caracterizacion topologica del punto 5 ¢ S

P T T
@ o °® o o o R
4 5 6 20/3 7 .. > 8

e El punto "5" es exterior a "S", pues hay bolas abiertas de centro en "5" que no
contienen ningun punto de "S" (todas las bolas abiertas con cffigto en "5" y
radio menor que 1).

e Como el punto "5" es exterior a "S", no es adherente a "S".

e El punto "5" no es punto aislado de "S", pues "5" no pertéfiege a "S".

e Como el punto "5" no es adherente a "S", no es de acumulacion de "S".
e El punto "5" no es interior a "S", pues "5" no perteneec W'S".

e Como el punto "5" es exterior a "S", no es frontcrade®s".

Lo indicado para el punto 5 ¢ S también vale para4ed®ypunto que no pertenezca
a la sucesion "S", excepto para el punto "8", qud Per ser el limite de la sucesion
"S", aunque no pertenezca a "S" (pues el numego feal 8 — (4/n) no toma el valor
"8" para ningtin valor natural de "n"), tiene_caracteristicas distintas a los demas
puntos que no pertenecen a "S".

Caracterizacion topologicandel punto 6 € S

o e
(@)

J
o
(@)

+

=

o %
|
e
e
e

e El punto "6" no es exteriora 8", pues 6 € S.
e El punto "6" es adheregtea ™S", pues 6 € S.

e El punto "6" es puntesatSlado de "S", pues hay bolas abiertas de centro en "6"
en las que el unicopuntd’de "S" es "6".

e El punto "6" noges, d€’acumulacion de "S", pues hay bolas abiertas de centro
en "6" que no confienen infinitos puntos de "S".

e Como el punt®¥i0"es aislado de "S", no es interior a "S".

e El punto 6" csMrontera de "S", pues toda bola abierta con centro en "6" con-
tiene pantos'de "S" y puntos que no son de "S".

Lo indicado™para el punto 6€S también vale para cualquier otro punto que
pertenezca a la sucesion "S", excepto para el limite "L" de la sucesion "S"; en ca-
so de que "L" pertenezca a "S". 2

Somos puntos de ‘
acumulacion de la
frontera del caos
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Caracterizacion topologica del punto 8 ¢ S

M

X1 2 X3 X4 8—r 8+t
3 s o b
4 6 20/37TTTT8

El que la sucesion "S" tenga limite "8" significa que, sin mas que elegir "n"

lo bastante grande, el nimero real ‘Xn — 8‘ = ‘ (8—(4/n)— 8‘ 4/n llega
a ser tan proximo a 0 como se quiera. Por tanto, toda bola abierta de cen-

tro en "8" contiene infinitos elementos de "S", pues contiene todos los
elementos de la sucesion "S" a partir de uno de ellos

El punto "8" no es exterior a "S", pues ninguna bola abicfta’de centro en "8"
carece de puntos de "S".

El punto "8" es adherente a "S", pues toda bola abigttagde centro en "8" con-
tiene algin punto de "S".

El punto "8" no es punto aislado de "S", pues 4@dawbola abierta de centro en
"8" contiene algun punto de "S" distinto de #8!"-

El punto "8" es de acumulacién de "S", puegstod@bola abierta de centro en "8"
contiene infinitos puntos de "S".

El punto "8" no es interior a "S", pues nigowha bola abierta de centro en "8"
estd incluida en "S".

El punto "8" es frontera de "S", pue§Tteda bola abierta con centro en "8" con-
tiene puntos de "S" y puntos que n@yson’de "S".

Lo indicado para el punto "8" vale para el limite "L" (finito) de cualquier suce-
sién de numeros reales.

Caracterizacion tepolégica del conjunto "S"

Siendo S = {Xn eR/x, =8—§, n=1273,.... }, se tiene que:

Int.(S) = # S, pogdeyqlic "S" no es abierto.
Adh.(S) =S U {81%& S¥por lo que "S" no es cerrado.
Ac(S) =18 y HrlSy=su {8}

El conjuntog!S"™Wes acotado, pues, por ejemplo, esta contenido en la bola

abierta de centgo €n el punto 444'69 y radio 435563745.

El conjntoN'S" serfa compacto si fuera cerrado y acotado, pero como no es
cerradojffecs compacto.

Observa: si s* ={xn eR/xa=8-%, n=123 .. }U{S},es:

Int.(S*) = # S*, por lo que S* no es abierto.
Adh.(S8*) =S¥, por lo que S* es cerrado.
Ac.(S*)={8} y Fr.(§")=S".
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En general, siendo "S" una sucesién de numeros rea-
les que tiene limite finito "L", es:

o Int.(S)= #S, por lo que "S" no es abierto
LeS, es Adh.(S)=S="S" es cerrado
LeS, es Adh.(S) #S="S" no es cerrado

o Adh.(S)=SU{L}; asi si {

e Ac.(S)={L}
e Fr.(S)=SuU{L}

Pero si la sucesion carece de limite finito, entonces:
o Int.(S)=L#S, por lo que "S" no es abierto
e Adh.(S) =S, porlo que "S" es cerrado
e Ac.(S)=0
e Fr.(S)=S$

iNo sé calcular
limites de
sucesiones!

® ~

Pues lo mio es peor
... €l 97 % de las
veces que me busco
la mano derecha no
la encuentro

FONEMATO 1.33.4
Caractericense topologicatcnte los puntos (0;2),(2;0), (1;1), (1;2) y (3;1) con
respecto al conjunto_ St {(X;y) eR2/y<2x,x<2,y2 O} u{3;n}.

SOLUCION
Para que todo gesulte sencillo visualizamos el conjunto "S".
AY y=2.X

4 S Ademis del punto (3;1), forman "S" los pun-

tos de N2 tales que:

* Bstan en la recta y = 2.x 6 debajo de ella.

e(3,1) * Estainala izquierda de la recta x = 2.
* Bstan en el eje de abcisas o por encima de €l

> x

0 2
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Caracterizacion topoldgica del punto (0;2) ¢ S

e El punto (0;2) es exterior a "S", pues hay bolas abiertas de centro en (0;2)

que no contienen ningun punto de "S".
e Siendo (0;2) exterior a "S", no es adherente a al
conjunto "S".

e Bl punto (0;2) no es aislado de "S", pues no

pertenece a "S"

e Como (0;2) no es adherente a "S", no es punto ° (3,1

22 nen
de acumulacion de "S". > x

0 2

e (0;2) no es interior a "S", pues (0;2) ¢ S.

e Como (0;2) es exterior a "S", no es punto frontera de #S".

Caracterizacion topoldgica del punto(2;0) ¢ S

e El punto (2;0) no es exterior a "S", pues nin-

guna bola abierta de centro en (2;0) carece de Ay

puntos de "S".

e El punto (2;0)es punto adherente a "S", ‘pucs
toda bola abierta de centro en (2;0) contiéne
algiin punto de "S".

e El punto (2;0) no es punto aislado delseonjunto

"S", pues no pertenece a "S".

e (2;0) es punto de acumulaciénfded'S", pues to-

da bola abierta de centro en, (2%) “contiene infinitos puntos de "S".
e (2;0) no es punto interiof @S", pues (2;0) & S.

® (2;0) es punto frontera @e¥S", pues toda bola abierta de centro en (2;0) con-
tiene puntos de "S" y puntds que no son de "S".

Caracterizacion.fopologica del punto (1;1) € S

e (1;1) no es exteribta,'S", pues (1;1) € S.

e (1;1) es adherafite,a™'S", pues (1;1) € S.
e (1;1) no es punté aislado de "S", pues no hay
ninguna’bola abierta de centro en (1;1) tal que

(1;1) seaebtinico punto de "S" en dicha bola. ¢ (3,)
: 2 ngn 1 ’
e (1;1) es punto de acumulacién de "S", pues to-
da bola abierta de centro en (1;1) contiene 0 1 2 > X

infinitos puntos de "S".
e (1;1) es punto interior a "S", pues hay bolas abiertas de centro en (1;1) que
estan contenidas en "S".
e Como el punto (1;1) es interior a "S", no es punto "frontera" de "S".
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Caracterizacion topoldgica del punto (1;2) € S

(1;2) no es exterior a "S", pues (1;2) € S.

YA
(1;2) es adherente a "S", pues (1;2) € S.

(1;2) no es punto "aislado" de "S", pues no hay

ninguna bola abierta de centro en (1;2) tal que i
(1;2) sea el tnico punto de "S" que hay en ella. *(3,1)

(1;2) es punto de acumulaciéon de "S", pues to- > x

da bola abierta de centro en (1;2) contiene in-

finitos puntos de "S".

(1;2) no es punto interior a "S", pues ninguna bola abietta de centro en (1;2)
esta incluida en "S".

(1;2) es punto frontera de "S", pues toda bola abietfancon centro en (1;2)

contiene puntos de "S" y puntos que no son de "Sth

Caracterizacion topologica del punito (3;1) € S

(3;1) no es punto exterior a "S", pues (3;1) €6

(3;1) es punto adherente a "S", pues (3;1) &8. Ay

(3;1) es punto aislado de "S", pues hay bolas
ablertas de centro en (3;1) en las quelel dnico
punto de "S" es (3;1). 1

(3;1) no es punto de acumulaciofy d&w'S", pues

hay bolas abiertas de centro efi (3;1) que no 0 2

contienen infinitos puntos de, S,
Como (3;1) es aislado de¥§%, 06’ es punto interior a "S".

(3;1) es punto fronterafde ™S", pues toda bola abierta con centro en (3;1)

contiene puntos de "S’&y puntos que no son de "S".

Caracterizacion/topologica del conjunto "S"
Siendo S ={(x;y) M=2'x, x <2, y 20} U{3;D}, es:

Int.(S) = {(x; %> 2.x, x <2, y >0} # S ="S" no es abierto,

Adh.(S) ={lsy)7/ y<2.x, x <2, y2 0} U{(3;1)} #S ="S" no es cerrado.
Ac.S)EARYY) /y<2.x, x <2, y =0},

La frontera“de "S" la forman el punto (3;1) y los puntos (x;y) situados en
alguno de los lados del triangulo de vértices (0;0), (2;0) y (2;4).

"S" es acotado, pues, por ejemplo, esta contenido en la bola abierta de centro

en el punto (32;98) y radio 43556377667654344.

"S" serfa compacto si fuese cerrado y acotado, pero al no ser cerrado no es
compacto.
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FONEMATO 1.33.5
Pruébese que Adh.(S)=SU Ac.(S).

SOLUCION
Probaremos que Adh.(S) =S U Ac.(S) probando que

{1) Adh.(S)c SU Ac.(S)

2)SUAc.(S) c Adh.(S)

Veamos:
1) Si x € Adh.(S) puede suceder que x € S o que x € S. &

Obviamente, si x € S sucede que x € SU Ac.(S). Q
St x ¢S, por ser x € Adh.(S), toda bola abierta B(X;rﬁ c
contiene algun punto de "S", es decir, SN B(x;r) # .

ntro en X S
o la interseccion
SN B(x;r) tiene infinitos puntos (por reduccion al absurdo: si x S y en
S M B(x;r) hubiera un nimero finito de puntos %,xk, sin mas que ele-
gir t* > 0 inferior a la menor de las distanciasd& los puntos x1,..... Xk,
serfa SN B(x;1*) = ; es decir, "x" no serf Xnte a"S"), es x € Ac.(S),
porlo que x € SU Ac.(S).

Asi, si x € Adh.(S), tanto si x €S como 'Q, sucede que x € SU Ac.(S),
lo que garantiza que Adh.(S) C SU Ac. %

xeS= h.(S)
2) x€SUACS) = % = x € Adh.(S) =

x € Ac. x € Adh.(S)
pues todo puntg,d mulacion es de adherencia
c.(S) < Adh.(S)
FONEMATO 1.33.6
Si en M2 tomamos comogdistahcia la de Manhattan, scuél de las siguientes regio-

nes corresponde a la bola entro en (0;0) y radio "t"?

A A

SOLUC
La distancia de Manhattan entre los puntos x = (xq;X5) e y=(y1;y2) es el ni-
mero real no negativo d(x;y) =|y; — x| +|y2 —xs|.

Como la bola B((0;0);r) de centro en el punto (0;0) y radio "t" la forman los

n.n

puntos w = (wq;w»,) € R2 cuya distancia de Manhattan a (0;0) es inferior a "r",

resulta ser:
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B((0;0);1)={w=(wy;wp) € R2 /|wy —0|+|wp —0|<r} =
={w=(w1;W2)€9{2 /| w1 |+|W2|<1‘}=

w1 twy <r SiW1ZOYW2 20
w| —wy <fr SiW120YW2 <0
w1 t+twy <r SiW1<OYW2 >0
—w1 —wy <rstw;<0ywy<0
Aw)

=qw=(w;wp) €R2

—w1 —wyp <t . W] —wy <t

—r
—Wi+wp<r Wit Wy <t

1.34 ENTORNO DE UN PUNTO

Por primera vez en este libro encontramos laspalabra entorno, y puedes compro-
bar que, entre otras acepciones, el diccionatid de la Real Academia dice que
entorno es ambiente, lo que "rodea®.

En el Calculo Diferencial de una variablé®que se estudia en el Bachillerato no se

habla de "bolas", pero si de "entorng8hy..:-. en Bachillerato llamabamos "entor-
no" a lo que ahora llamamos "bola abierta".

Por ejemplo, en Bachillerato e dijeton (se supone) que, en el conjunto R, el
entorno de centro en el pungo 2% y¥adio 0'27 es el subconjunto de R formado
por los puntos "x" cuya distanctaral punto "2" es inferior a 0'27 (o sea, lo que

ahora hemos llamado bola abiegta de centro en el punto "2" y radio 0'27); es de-

n_n

cir, el subconjunto que forman los puntos "x" tales que ‘X — 2‘ <0'27,y como
24 027 = —0'27<x-2<027 =
=027 +2<x<027+2=1'73<x < 2'27
resultaba que el eagorAo de centro en el punto "2" y radio 0'27 era el subcon-

junto de R foemado por los nimeros mayores que 1'73 y menores que 2'27.
Dicho subgenjunto también lo llamabamos "intervalo abierto" (1'73;2'27).

Si el profeNquése explique el Calculo Diferencial de varias variables "pasa" de lo
"topoldgico”, te dira lo mismo que en el Bachillerato; o sea, te dira que "entorno”
es sinonimo de "bola abierta" ...... incluso puede que ni tan siquiera te hable de
"bolas abiertas" y simplemente te diga que, en K2, se llama entorno de centro en
el punto xp € R0 y radio r >0 al subconjunto de Rn que forman los puntos

x € R1 cuya distancia al punto x( es inferior a "t".
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Si el profe "no pasa" de lo "topologico"” cambiara el criterio del Bachillerato; es
decir, considerara que "entorno" no es sinénimo de "bola abierta". En tal caso,

después de decirte que la bola abierta de centro en el punto xo € Rn y radio
t >0 es el subconjunto de M1 que forman los puntos x € R cuya distancia al
punto x(0 es inferior a "", te dira que el conjunto S < R es un entorno del
punto x0 € S si "S" es un "conjunto abierto" ... y a continuacién te hara ver

que como toda bola abierta B(x(;r) ©S con centro en x0 es un "conjunto
abierto", toda bola abierta B(go ;1) C© S con centro en x0 es uf™entorno" de
X0; pero no todo "entorno" de x( es "bola abierta" con centro én, x 0.

Por ejemplo, siendo "abierto" el conjunto S ={x € R /1 <x B} = (1;5), co-
mo 2 €S =(1;5), segun la nueva definicién de "entorno", &l cénjunto "S" es un

entorno del punto "2"; pero "S" no es una bola abierta gon gentro en "2", pues
"2" no equidista de los puntos "1" y "5".

O ° »0 R
1 2 5

Por ejemplo, ¢l conjunto A

S={(x1;x2) e R2 /1<x1<3,1<xp<2} )

es abierto, y como a = (2'6;1'7) € S, resulfay| 1'7

que, segun la nueva definiciéon de "entornefy.cl S

conjunto "S" es un entorno del punto_ a%.. !

pero "S" no es una "bola abierta" congenitro <

en a, pues no existe r >0 tal que Bagip=S. 1 2'6 3

Pregunta:

¢En qué influye mantener el citerid del Bachillerato ("entorno" es sinénimo de

"bola abierta") o cambiarlo, llam¥ando bola abierta de centro en x € R y radio

r >0 al subconjunto de RMgue forman los puntos cuya distancia a x( es me-
n.mn

nor que "r", y llamando “ntofno de x a todo subconjunto abierto de R que
contenga a x(°?

Respuesta:

El que "entorno" y *bola abierta” no se consideren sinénimos es irrelevante
para lidiar la "sustancia" del limite, la continuidad y la derivabilidad de un
campo escalar F¥RT > R en un punto xo € R", pues la sustancia tiene que
ver con lds~propiedades de "f" en los puntos que "rodean" a xo, y da igual
que tales pufifos sean los de un "entorno" de x( (subconjunto abierto de JRn
que contiene a x0) o los de una "bola abierta" con centro en x(, pues es reque-

teobvio que si un campo escalar "f* verifica una cierta propiedad en todo
punto de un entorno "S" del punto "Pepe", el campo "f" también verifica esa
propiedad en todo punto de toda bola abierta de centro en "Pepe" que esté
contenida en "S".

Tema 1: Campos escalares y vectoriales 98



. : — Por comodidad, preciado

Por e"emplf’ S1.€8 ‘f(x)‘ <7 en\ bien, en adelante considera-

todo punto x del entorno "S" del remos que "entorno” es
punto (a;b) € R2, también es sinénimo de "bola abierta”

‘f (g)‘ <7 en todo punto x de una

bola abierta de centro en (a;b) ...y

tal bola es cualquiera de centro en
(a;b) y radio "t" inferior a la minima

distancia de x( a la "frontera" de
"S". Naturalmente, también es

‘f (E)‘ < 7 en todo punto x de toda

bola abierta de centro en (a;b) y
\\ radio inferior a "t"

Entorno reducido de un punto
Si del entorno o bola abierta B(x;r) = {E ={X1,...,x5) € R0 /d(x;x0) < r}

de centro en el punto x( = (X?, s x B ERTy radio "r" eliminamos el propio
punto x( obtenemos el entorno redugfde de centro en x( y radio "t", que de-

notamos B*(x0 ;r); es decir:
B*(x031) = {x = (x1. 4¥n) € Rn / 0 < d(x;x0) <1}

Por ejemplo, en el conjunto 'R, chentorno de centro en el punto "3" y radio 2

es el conjunto que forman logfBuatos "x" tales que |x—3|< 2, que son los puntos

del intervalo (3—2;3+ 2).
I 2 2 I

3=2 3 3+2

Si de dicho entornd dep3" eliminamos el propio punto "3", obtenemos el entor-
no "reducido" d¢ ceatro en "3" y radio 2, que estd formado por los puntos "x"

tales que 0 <|x=3[%2; es decir, los "x" tales que x € (3—2;3)U (3;3+2).

DR DR

3-2 3 3+2

Los puntos "x" tales que x € (3—2;3) forman un semientorno reducido izquier-

do de "3", y los puntos "x" tales que x €(3;3+2) forman un semientorno

reducido derecho de "3".
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Por ejemplo, en el conjunto N2, el entorno de centro en el punto (3;4) y radio

2 lo forman los puntos (x1;x7) tales que \/(Xl —3)2 +(xp —4)2 <2, que son
los interiores a la circunferencia de centro en (3;4) y radio 2. Si de este entorno
de (3;4) eliminamos el propio punto (3;4) (es decir, el centro de la circunferen-

cia) obtenemos el entorno "reducido" de centro en (3;4) y radio 2.

X2 A X2 A

4 | 41

3>X1 » X1

B((3;4);2) B*((3;4);2)

No vale inventar propiedades

inexistentes

La ignorancia es muy atrevida; por eso hay
quien con la mayor desfachatez
inventa propiedades inexistentes si
sus neuronas se congelan por "algo”
que deberian saber y no saben.

Ejemplos de propiedades inexistentes frecuentemente inventadas
la+b|=|a|+|b]
sen (7.x) ="7.sen x
cos (a+b)=cosa+cosb

logs(a+ b)=logsa+logsb
Va+b=+a++b

a a a
=—+4 =

b+c b ¢
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EJERCICIOS PARA QUE EL
LECTOR TAMBIEN HAGA ALGO

1) Eres eficiente repartidor de la empresa BFD (Basilio, Funciones a Domicilio) y

debes determinar en qué puntos de R2 es peligroso el trabajo con las si-

guientes funciones:
01) f(x;y)=x2 + 2.y — x.y2
03) f(x;y)=7.y> +2.y? —x2.y

5.y5 —3.x.y?
4+3.x—-"Ty
5.X7—3.X3.y
X2+y2
X2 —y5
1+X2—y2
X2 —y5
1D f(x;y)=———
) E(3y) 1+X4+y6
13) f(x;y) =4%Y
15) f(x;y) = 4x/(+y%)

X2 —y5
17) t(x5y) = Loy

19) f(x;y)=Ln (1+x “4)
1 +ex S
g ¥
23) f(x;y) = (1+ x5 />

05) f(x;y)=

07) £(x5y) =

09) £(x;y) =

21) f(x;y)=Ln

25) f(x;y) = (1€ %y 2)2/7

27) £(x3y) € v (x = )0

29) f(xy s {1+ x2 +y4 +el/x

Gy = 2TV 1
1-Lnx y

arc sen (1+x.y)

x4 + y4

X +

l —

X +

X—y
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33) £(x3y) =

35) f(x;y)=sen

37 t(xy)=tg

02) f(x;y) = x3 + 2. xay 2.y
5.x3 -B% Y% x.y’

04) t(x;y)= T,
5.x =B x3y
00 161 = g4 o3+
N
08) f(x; s =——"
RS T
X + X.y
10) (&5 w),=
L

12,0 y) = 3%ty

1P t(x;y)= 4x/(1=y)
16) f(x;y) =4y/(x+y)
x2 —y5
18) f(x:;v) =
Y =TT 5y
20)f(X;y)=Ln(4+X2+y6)
Ln (x—1)
Ln (y+2)
24) f(x;y)= (2 +x.y)1/3
2/9
L l+x—-y
20 te=(LE252)

y/x
28) f(x;y)= T_X. 3—y

1+ x4 2
—— 4
30) £(<57) l—2.x+y+x
32) 'f(X;y)ZX.y2 +\/(X2 +v)/y

34) t(x;y) =arc cos (X2 + yz)

22) £(x;y) =

36) f(x;y) = cos

X.
2=y
38) f(x;y) =sen /1 —x.y
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1+x =4y

39) f(x;y) = cos axy) =~ (x/y)

2+31l/y
4

41) £(x3y) = XY 42) f(x;y)=x.La (1 +y2)

—cos (xtvy)
43) f(x;y) = y5/(+x3) 44) f(x;y) =2+ V—x +sen Ay
2) Determinese el dominio de definicién de las funciones del ejercicio anterior.

3) Determinese el dominio de definicién de los siguientes campos ¢8ealares:

XZ—X.Y
DiGsy) =11 =

2) f(x;y) = Ln ((16-x2 — y2).(x2 + y2 — 4))
3) f(x;y) =arcsen (x +y)+arccos (x—vy)
4) f(x;z) = 2x/2 4 3z/x

5) f(x;y) =4/6—2.x+3y +\/X2 + y2 —\/1+x2 +y2
0) f(x;y) =tg (x —y) +cotg (x +y)

4) Determinese el dominio de definicion de losgsiguientes campos vectoriales:

+Ln 2-x)+.3—y + 34 o=

Df(x;y)=(x2.y;x+y;x—yampxdy2 ;x4 —y; x.y2)
2) f(x;y) = (x2/(x +y) ; x gy ¥2)

3) £(u;v;w) = (ewV ; Lo (uet 99w —v)

4) f(x) = (x2/(1 —x) ; 3.3m,¢e¥; arc sen x)

5) f(z;t) = (Nz—t ; Az= 1)

6) £(8;€) = (e2 /(3 &) 3482 /(1— )
7) f(u;v) = (u/Gt 82) ; v/(u8 +v0);1/(u2 +v4))

; arc cos 0.€)

5) Determinense h; = g ff'yah = f ® g y sus dominios de definicion:

D f(xsyte) = (x+vy;xv.2) ; g(x;y)=eXy
2) £(x;y;2) Mdx.v.2) s tg (x +y) 5 g(usv) = (0/v;Vu—v)
3) f(X;Z)=(\/;;\/;;\/E) ; glusviw)=(ut+v; v—w)

6) Dibujese el mapa de curvas de nivel de los siguientes campos escalares:

Dfx;y)=x2 —4.x—y 2)f(x;y)=x/y

3) f(x;y)=2.x+3y 4) f(x;y)=sen x—vy)

5)f(x;y)=Ln (x+y) 6)f(x;y)=Ln (x2 +y2)

DEY) =x—y B f(x;y) =y2 +x

Inteligencia, aunque me escueza,

dame el nombre exacto de las cosas
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SOLUCIONES

SOLUCION EJERCICIO 1

01) "f" es un polinomio = es inofensiva en todo punto.

02) "f" es un polinomio = es inofensiva en todo punto.
03) "f" es un polinomio = es inofensiva en todo punto.

04) "f" es un cociente de polinomios = sélo es peligrosa en ntos que
anulan su denominador = solo es peligrosa si (x;y) es tal —y=0.

05) "f" es un cociente de polinomios = sélo es peligros s puntos que
anulan su denominador = solo es peligrosa si 4 + 3.x @: 0

06) "f" es un cociente de polinomios = sélo es peli&l’en los puntos que
anulan su denominador = sélo es peligrosa si (x ;m al que 4 +3.x=0.

07) "f" es un cociente de polinomios = sélo £ osa en los puntos que
anulan su denominador = sélo es peligrosa (& unto (0;0), pues el de-
nominador x2 + y2 sélo se anula en dicho puato?

08) "f" es un cociente de polinomios = sé peligrosa en los puntos que
anulan su denominador = es inofenst todo punto, pues el denomina-

dor 1+ x2 +y2 no se anula en ninw 0.
09) "f" es un cociente de polinomio 6lo es peligrosa en los puntos que

anulan su denominador = sélo grosasi 1+x2 —y2 =0.

10) "f" es un cociente de po%& = solo es peligrosa en los puntos que

anulan su denominador s peligrosa en el punto (0;0), pues el de-

nominador x4 + y0 s614 a en dicho punto.
11) "f" es un cociente de mios = solo es peligrosa en los puntos que
anulan su denomina es inofensiva en todo punto, pues el denomina-

dor 1+ x4 +y0 ncm la en ningun punto.

12) "f" es una funci(mponencial" (= sdlo es peligrosa en los puntos en que

el exponente s igroso) cuyo exponente es un inofensivo polinomio =
"f" no es peli en ningdn punto.
13) "f" es "exp ial" (= soélo es peligrosa si lo es el exponente) cuyo expo-

nente inofensivo polinomio = "f" no es peligrosa en ningun punto.
14) "f" es
ponente es cociente de polinomios = "f" es peligrosa en los puntos (x;y)

nencial" " (= sélo es peligrosa si lo es el exponente) cuyo ex-

tales que 1 —y = 0, pues en ellos se anula el denominador del exponente.

15) "f" es "exponencial" (= solo es peligrosa si lo es el exponente) cuyo expo-
nente es un cociente de polinomios = "f" no es peligrosa en ningtin punto,
pues el denominador 1+ y8 del exponente no se anula en ningtin punto.
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16) "f" es "exponencial" " (= solo es peligrosa si lo es el exponente) cuyo ex-
ponente es cociente de polinomios = "f" es peligrosa en los puntos (x;y)

tales que x +y = 0, pues en ellos se anula el denominador del exponente.

17) "f" es un cociente = solo es peligrosa en los puntos en que numerador o
denominador sean peligrosos y en los puntos en que se anula el denomina-
dor.

La funciéon "f" es inofensiva en todo punto, pues:

¢ Fl numerador es inofensivo en todo punto, por ser un polinémio.
e El denominador es inofensivo en todo punto, pues esfSama de una ino-

fensiva constante y de una exponencial eX-y que essin@fensiva en todo
punto, pues el exponente es un inofensivo polinomioy

e El denominador 1+eXY no se anula en ningdn plnto de R2, pues
T+exy >0,V (x;y) € R2.

No lo olvides: (nimero positivo)cualquier nimero () I

18) "f" es un cociente = solo es peligrosa egwloSepuntos en que numerador o

denominador sean peligrosos y en los puntes en que se anula el denomina-
dor.

e E] numerador es inofensivo en todegpunto, por ser un polinomio.
e El denominador es inofensivoteft todo punto, pues es suma de una ino-

fensiva constante y de una éxpofiencial —e*-Y que es inofensiva en todo
punto, pues el exponente ¢s ua inofensivo polinomio.

e El denominador 1 — e¥k Seyanula sélo si eX-y =1; o sea, si x.y = 0.

19) El logaritmo de un polingmie, solo es peligroso en los puntos en que el poli-
nomio toma valores nofpestftvos, lo que sucede si 1 +x —y < 0.

20) El logaritmo de un polinomio sélo es peligroso en los puntos en que el poli-
nomio toma valprésfid positivos. Como en todo punto es 4 +x2 +y0 >0,

la funcién "f" esdnhéfensiva en todo punto.

21) El cociente deypolinomios (14 x6 +y4)/(x —y) es peligroso en los puntos
en que x 2§ =0, pues en ellos se anula el denominador; ademas, "' tam-
bién es=peligrosa si (1+x0 +y4)/(x—y) <0, lo que sucede si x—y<0,
pues Wkxd i y4 es positivo en todo punto.

22) "f" es un cociente = sélo es peligrosa en los puntos en que numerador o
denominador sean peligrosos y en los puntos que anulen al denominador.

e Flnumerador Ln (x —1) es peligrososi x —1<0 = x < 1.
e El denominador Ln (y +2) es peligroso si y+2<0 = y < 2.
e El denominador Ln (y +2) seanulasélosi y+2=1=y=-1

Tema 1: Campos escalares y vectoriales 104



23) Como f(x;y) = impaf/polinomio = "f" es inofensiva en todo punto.
24) Como f(x;y) = impa,r/polinomio = "f" es inofensiva en todo punto.
25) Como f(x;y) = impaf/polinornio = "f" es inofensiva en todo punto.

26) Como f(x;y) = ImParfc o ciente de de polinomios = "f" es peligrosa s6lo en
los puntos que anulan al denominador, que son los (x;y) tales que x = 2.

27) Como "f" es una suma, es peligrosa en los puntos en que algin,sumando sea

peligroso.

e El sumando y/x sélo es peligroso si x =0.

e Elsumando J/(x —y)4 = immf/polinornio es inofed8ivoen todo punto.

28) El valor de f(x;y) se obtiene multiplicando los fagtores, ev/x, 1/(x—1) y
\/3T; por tanto, "f"' es peligrosa en los puntos €que alguno de ellos sea
peligroso. Bl factor e¥/X es peligroso sélo sigx=0. El factor 1/(x —1) es
peligroso solo si x =1. El factor \/ﬂ solo egypeligroso si 3—y < 0. Asi,
"f" es peligrosasi x =06 x=16 3—y < 0"

29) Como "f" es una suma, es peligrosa en lospufitos en que algin sumando sea
peligroso.

¢ Elsumando eY/x sélo es peligrdso, sifx = 0.

e El sumando +/1+x2+y2 =Ppélinomioes inofensivo en todo punto,

pues 1+x2 +y2 >0 en todo punto.

30) Como "f" es una suma, es peligeosa en los puntos en que algin sumando sea

peligroso.

e El sumando 2/x séldesépeligroso si x = 0.

e El sumando \/(1 W (1-2.x+y) = pa{/cociente de polinomios sélo
es peligroso si Lm2% +y < 0, pues 1+ x4 es positivo en todo punto.
31) Como "f" es unalsuma, es peligrosa en los puntos en que algin sumando sea
peligroso.

e El sumandonl/y solo es peligroso si y = 0.

e El numerador 7+ 2V*™Y sélo es peligroso si x —y < 0; el denominador

1 &#EnXx soélo es peligroso si x < 0. El cociente entre ambos es peligroso
enlespuntos que anulan al denominador: 1-Lnx=0 = x=¢

32) Como "f" es una suma, es peligrosa en los puntos en que algin sumando sea
peligroso.

e Elsumando x2.y es un polinomio = es inofensivo en todo punto.
¢ El cociente de polinomios (x2 +y)/y solo es peligroso si y = 0; y su raiz

cuadrada es ademis peligrosa (x2 +y)/y < 0.
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33) El numerador, arc sen (1 +x.y) = arc sen polinomio, sélo es peligroso en
los puntos en que ‘l + X.y‘ >1, y el denominador es un inofensivo polinomio
que solo se anula en el punto (0;0). Por tanto, el cociente de ambos sélo es

peligroso en (0;0) o st ‘l + X.y‘ >1.
34) Siendo arc cos (x2 4 y2) = arc cos polinomio, s6lo hay peligro en los pun-
tos en que ‘XZ +y2‘>1.

35) Como el "seno" es inofensivo (lo mismo que el "coseno"), elgtgabajo con "f"
so6lo es peligrososi 1-x=0=x=1.

36) Como el "coseno" es inofensivo (lo mismo que el "senot),%elstrabajo con "f"
so6lo es peligrososi 2—y=0=y=2.

37) El cociente (x +y)/(x —y) sélo es peligroso si x = y&uasi, siendo

Xt ¥
<ty sen "
t(x;y) =tg =
- +
T e
L=y
s6lo hay peligro si x =y o si se anula el dénominador:
+ +
cos — 2 =0 ¥ q
X—y Ry 2

siendo "k" un entero cualquiera.
38) 4/1—x.y solo es peligrosa si 1 —&w<0 = a su seno le pasa lo mismo.

39) El numerador Ln x.y sélo,es peligroso si x.y < 0. El denominador 2+ 31/y

solo es peligroso si y = 0 ao'se anula en ningin punto.

40) El numerador sélo es peligtaso si x <0 (debido a \/;) osi y<O0 (debido a
\/§). El denominadoggsen {/y) sélo es peligroso si y = 0 y se anula siempre

que x/y = k.7, siendo k" un entero cualquiera.

41) Como numeradotiy d€nominador son inofensivos en todo punto, el cociente
entre ambos solojes, peligroso en los puntos que anulan al denominador:

1—gomx+y)=0=cos x+y)=1=x+y=2.kn
siendo "k" ufientero cualquiera.

42) "f" es{ifiofensiva en todo punto, pues el factor polinémico es inofensivo en
todo pumtd, y el factor logaritmico también (pues el polinomio 1+ y?2 sélo

toma valores positivos).

43) "f" es inofensiva en todo punto, pues el factor polinémico es inofensivo en
todo punto, y el factor exponencial también (pues el denominador del expo-
nente no se anula en ningun punto).

44) "f" sélo es peligrosa si x > 0 (debido a vV—x) osi y <0 (debido a \/;)
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SOLUCION EJERCICIO 2
Para el campo escalar f: R0 > R, es: Dom.f = {§ eRn /f(x)e 9{} c Rn.

01) Dom.f = R2, pues "f" es un polinomio.
02) Dom.f = R2, pues "f" es un polinomio.

03) Dom.f = R2, pues "f" es un polinomio.

04) Dom.f ={(x;y) e R2 /x—y=0}. &
05) Dom.f ={(x;y) e R2 /4 +3x-T.y#0}. 0
06) Dom.f ={(x;y) e R2 /4 +3.x#0}. Q

07) Dom.f ={(x;y) € R2 / (x;y) # (0;0) }. \.

08) Dom.f = R2, pues 1+x2+y2 >0 en todo;%Q
09) Dom.f ={(x;y) e R2 /1+x2 —y2 # O}Q\

10) Dom.f ={ (x;y) € R2 / (x;y) # (0;0) }. ()

11) Dom.f = R2, pues 1+ x4 +y0 #0 ¢ %punto.
12) Dom.f = M2, pues el exponente e linomio.

13) Dom.f = R2, pues el exponent polinomio.

14) Dom.f ={(x;y) e R2 /15

15) Dom.f = R2, pues 1+W2Nen todo punto.

16) Dom.f = { (x;y) € R2 #0}.

17) Dom.f = R2, puem rador y denominador estan definidos en todo pun-
S

to y el denomin e anula en ningin punto.

18) Dom.f = {(x; 2 /xy#0}.

19) Dom.f = R2/1+x—-y=0}.

20) Dom 2, pues 4+ x2 +y0 #0 en todo punto.
21) Dom@x;y)ew /x—y>0}.

22) Dom.f ={(x;y) € R2 /x—1>0,y+2>0,y#—1}.

23) Dom.f = R2, pues "f" es la raiz impar de un inofensivo polinomio.

24) Dom.f = R2, pues "f" es la raiz impar de un inofensivo polinomio.
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25) Dom.f = R2, pues "f" es la raiz impar de un inofensivo polinomio.
26) Dom.f ={(x;y) e R2 /x-2#0}.

27) Dom.f ={(x;y) e R2 /x #0}.

28) Dom.f ={(x;y) e R2 /x#0, 1-x#0,3-y>0}.

29) Dom.f={(x;y)69(2/x;t0}.

30) Dom.f={(x;y)€9§2/1—2.x+y>0,x7&0}. s

31) Dom.f ={(x;y) € R2 /x—y20,x>0,x#e,y#0}. 0
32) Dom.f={(x;y)€9§2/(x2 +vy)/y 20, y;t()}.

33) Dom.f ={(x;y) e R2 /[1+x.y|< 1, (x;y)¢<o;(Q’
34) Dom.f ={ (x;y) e R2 /|x2 +y2|<1}. .§\
37) Dom.f={(x;y)€9(2 /X—y¢0&+k.n}.

38) Dom.f = {(x;y) e R2 /1-x.y
39) Dom.f ={(x;y) € R2 / xg %

N
40) Dom.fz{(x;y)ew? ,y>0,§¢k.7t}.

41) Dom.f ={(x;y) € +y#2kn}.

42) Dom.f = R2. \%

43) Dom.f = R2.

44) Dom.fz{&W/xZO,yZO}-

SOLUC ERCICIO 3
Para el campo escalar f: R0 > R, es: Dom.f = {§ eRn /f(x)e 9{} c Rn.

L 4

35) Dom.f ={(x;y) e R2 /1-x #0

1.
36) Dom.f ={(x;y)eR2 /2-y=0}.

01) Dom.f ={(x;y) e R2 /1+x-y#0,2-x>0,3-y20}.
02) Dom.f ={(x;y) € R2 / (16— x2 —y2).(x2 +y2 —4) = 0 }.
03) Dom.f ={(x;y) e R2 /|x +y|<1, [x—y[<1}.
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04) Dom.f ={(x;2) € R2 /z#0,x#0}.

05) Dom.f ={(x;y) € R2 /6-2.x +3.y=0}.

sen (x —y)  cos (xty)

006) Siendo f(x;y) = + es

cos (x—y) sen(x+y)
Dom.f={(x;y)e%2/cos (x—y)#0,sen (x+y)¢0}=

={(X;y)€9{2/X—y¢g+k1.n,x+y¢k2.n}

siendo ki y ko numeros enteros arbitrarios.

SOLUCION EJERCICIO 4

Para el campo vectorial £: R0 > Rm es:

Dom.f ={x e Rn / f(x) e Rm } ein

El conjunto Dom.f es la interseccién de los donithiosede definicién de los "m"

campos escalares que forman "f".

1)

2)

3)

4)

5)

0)

El campo dado f:3R2 > RO estd definido enedo punto de K2, pues los 6
campos escalares que lo forman, por ser polindmicos, estan definidos en todo
punto (x;y) € R2.

EsDom.f = {(x;y) eER2/x+y# O}, pues el primero de los 3 campos es-
calares que forman "f" sélo esta definido si x +y # 0, y los demas campos

que forman "f" estin definidos et t©0do punto (x;y) € R2.

Es Dom.f = {(u;v;w) € RO ot w > O}, pues el segundo de los 3 campos

escalares que forman "f'§sglovesta definido si u+w >0, y los demas campos
que forman "f" estan definidos’en todo punto (u;v;w) € R3.

Es Dom.f ={x € R LS x <1}, pues la primera de las 4 funciones de una

variable que formag™f. ésta definida si x # 1, la cuarta de dichas funciones
esta definida si |X| S 1%y las demas funciones que forman "f" estan definidas

en todo punto X € W.
Dom.f = { @36) @NR2 /z—t 2 O}, pues el 1° de los campos escalares que

forman "f" estAdefinido si z—t >0, y el 2° esta definido V (z;t) € R2.

Es: Dom.f?{(ﬁ;e)eiﬁz/8—87&0,87&0, d.e[<1}

£1(0;€)=€2/0—-€)eRsélosid—€#0
f2(8;8)=[82/(1—e€)|eRsolosi 1—eE %0 =€ %0
f3(8;€) = arc cos 8.6 € R s6lo si |d.e] <1

7) Es Dom.f = R2 —{(0;0)}.
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SOLUCION EJERCICIO 5

1) No es serio escribir (x;y;z) para referirse a un punto genérico de R3 y en el
mismo ejercicio escribir (x;y) para referirse a un punto genérico de R2; por
eso cambiamos la notacion (en R3 o en R2, donde mas te guste). Por ejem-

plo, escribimos g(u;v) =ewV.

Como el campo vectorial "f" esta definido en todo punto de R3 (pues los dos

campos escalares que forman "f" son polinémicos) y el Campgr "g" estd

definido en todo punto de R2 (pues "g" es polindmico), el c compuesto
h1 =gef:MR3 > R, que es tal que hy(x;y;z) = g(f(x;y;z@
todo punto de R3, siendo: Q

definido en

pues f(x;y; Z) (x+vy; Xyz)

hy(x;y;2) = g(f(x3y; z))— g(x+y;x +Y)XYZ

pues g(Pepe;Pio) = e(P

Carece de sentido hablar de hy =f e g, pu s‘ehco ]unto "final" de "g" (es R)
no coincide con el "inicial" de "f" (es K> )

2) Siendo f(x;y;z) = (Ln (x.y.2);tg (x % g(u;v)=(u/v;vu—-v), el do-

minio Dy de definicién de "f" es:

Dy ={(x;y;2) e R3/ %0 x+y#Q2k+1).7/2}

siendo "k" un numero entero ¢ a.
L 4
El dominio Dy de deﬁnick%g es Do ={(u;v) eR2 /v #0,u—v 20}
® Para el campo hy =gef: R2, es:

hi(x;y;2) = ,y;Z))ig(Ln (x.y.z)5tg (xty)) =
x;y;2) = (Ln (x.y.2) 5 tg (x ty))
;y/(Ln (x.y.2) — tg (x +)

s g(Pepe;Pio) = (Pepe/Pio ; /Pepe — Pio)

e Ll doe definicion de h; = gef lo forman los puntos (x;y;z) tales

que:
(x5v;2) €Dy ={(X;Y;Z)€EK3 / x.y.2>0, X+y¢(2.k+1).n/2}
f(x;y;z) €Dy ={(u;v)€9{2 /v#0, u—vZO}

Como
t(x;y;2) = (Ln (X.y.22 ;tg (x + y))

u A
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ocurrira que f(x;y;z) € Dy = {(u;v) ENR2/v#0,u—v=> O} s6lo si

tg(x+y)#Z0; Ln (x.y.z2)—tg(x+y)=20
x.y.z>0

- o 3 x+y#@2k+1).7/2
Asi, es: Dom.h; =4(x;y;2) € R te (x+y)#0

Ln (xy.z)—tg(x+y)=20
e (arece de sentido hablar de hy =f e g, pues el conjunto "final" de "g" (es
R2) no coincide con el "inicial" de "f" (es R3).
3) Siendo f(x;z) = (\/g iz ; \/E) y g(u;viw)=(u+v; , el dominio
D1 de definicion de "f" es Dy = {(X;z) eENR2/x20,420,x—2z2> O}, y el
dominio Dy de definicién de "g" es R3, pues los dgs campos escalares que

forman "g" son polinémicos.

® Parael campo hy =g e f:R2 1> R2 | es: Q
L 4
hi(x;2) = g(f(x;2) 3 g(Vx ; &%—@ =

*
pues f(x;z)=(\/;;\/_

?(\/;+\/;;\/_

pues g(Pepe; Juan;Pio) = + Juan ; Juan — Pio)

s D1, pues éste es el dominio de de-
nde "g" es R3.

, €s:

e El dominio de definicion de hy =

finiciéon de "f" y el dominio de
® Para el campo hy =f e g: RS

=(\/u+v;\/v— +V)—(V—W))=(\/H+V;\/V—W;\/U.+W)

T— e;Pio) = (y/Pepe ; VPio ; y/Pepe — Pio)

SOLUCION

El conjunto Sy

ivel "k" del campo escalar £ ‘R0 > R es el definido como:
S, ={xeRn /f(x)=k}
1) Sk ={(X;y eENR2/x2—4x—y= k}={(x;y)€932 /y=x2 —4.x—k}
La curva y =x2 —4.x —k es una paribola de eje vertical con los "cuernos"
hacia arriba que tiene el minimo en el punto x =2 (pues y'=2.x—4=0=
x = 2) y corta al eje de abcisas en x =2+ V4 + k:
y=x2—-4x—-k=0=>x=2+t+4+k
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2)Sy = {(X;y) eNR2/x/y= k} = {(x;y) eR2/y= x/k} = recta que pasa por el
origen de coordenadas sea cual sea el valor de "k" y tiene pendiente 1/k.

3)Sk = {(X;y) eR2/2.x+3y= k} =recta de pendiente —2/3 y cuya ordenada
en el origen es k/3.

4HSy = {(X;y) e N2 /sen (x—y)= k} = {(X;y) € R2 /x—y =arcsen k} =
recta de pendiente 1 y cuya ordenada en el origen es —arc sen k.

58S = {(X;y) eR2 /Ln (x+y)= k} = {(X;y) eR2 /x+y= ek} =r@€a_con pen-
diente —1 y ordenada ek en el origen.

0)Sy = {(x;y) eNR2 /Ln (x2+y2)= k} = {(X;y) e N2 /x2+y2= ek}, que es una
circunferencia de centro en (0;0) y radio Jek .

7) Sy Z{(X;y) eR2/Jx—y= k} Z{(X;y) eR2 /x—y= kz}, que es una recta

de pendiente 1 cuya ordenada en el origen es —k?2,
8) Sk = {(x;y) e N2 /y2+x = k} = {(x;y) € N2,/ %= —y2+k} = paribola de eje
horizontal con los "cuernos" hacia la izquierdagsu €je es el de abcisas y corta al

eje de ordenadas y = Jk e y = k.

En boca cerrada no entran moscas

Cuando "algo" no lo sepas, no debes decir la
primera gilipollez que se te ocurra, pues la
probabilidad de acertar es muy pequena, y
el ridiculo que puedes hacer es espantoso

..... eres duen@ de lo que callas y
prisioner@ de lo que dices

/ . iLas cazas
O sea .... mejor al vuelo!

estar callad@ y
parecer tont@ que
abrir la boca y
acreditar indubi-
tadamente tu

\ estupidez /
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Latiguillo: parrafo corto o esquema

que explica lo sustancial de los "asuntos" que
tienen protagonismo relevante en un problema

e A la menor ocasion que tengas, indica que +eo y —oo no son nimeros reales.

e La primera vez que hables de los conjuntos R, R2 y R3, gefiékete a ellos
como la recta real %R, el plano %2, el espacio tridimensional
R3 ..... en el resto del examen, por economia, habla s6lo de Rgd R2 y R3.

e No salgas del examen sin dejar escrito un diagrama desVenn que eviden-
cie que tienes clara la nocion de correspondengia‘entre conjuntos .....

y aprovecha para explicar la diferencia entre ,una variable in-
dependiente y otra dependiente.

f

Variable depen-

diente, su valor lo

Variables indepen-
dientes, valen lo
que se quiera f(x;y)=y.eX determina "f"

e No salgas del examen sin agtedigat que diferencias una funcion algebrai-
ca, como f(x;y)=(x +{/m—9)/(x + \G), de otra trascendente, como
g(x;y) = x2 +y.e* 6 glEmy)=Logs(x +y) 6 g(x;y) =sen (x —y).

e La primera vez que efijexamen te cruces con un polinomio, refiérete a él

como funcion racional entera, y 2 un cociente de polinomios,
llamalo funciéon®racional fraccionaria. Si te cruzas con una funcién

como f(x;y)=(%# < — y)/(x + \/g) , la llamaras funcion irracional.

(aprimera véz que me cruce con f(u;v) =2V, iEstupendo!
glz;8=1ogs (z—1t), h(o;A)=sen A/ y '
\

O(x ;W =arc sec (x.y) diré que "f' es exponen- & ‘S _‘

cial, "¢" es logaritmica, "h" es trigo-
nomeétrica o circulary"6" es trigono-
métrica inversa ... o sca, hablar con

\ propiedad /
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En examen no importa lo que sabes,
importa lo que parece que sabes

® Para indicar que la grifica de una funcion £:R > R es simétrica respecto
al eje de ordenadas (o sea, f(—x)=1{(x)), es mas rapido y elegante decir

que "f" es par ... diciendo que "f' es impar si su grifica es simétrica
respecto al origen de coordenadas (o sea, f(—x)=—f(x)).

e No salgas del examen sin acreditar que sabes que la grafica de una fun-
cion de dos variables es una superficie .... y,la grafica de
una funcion de tres o mas variables no pueédejvisualizarse,
pues no se puede dibujar con 4 o mas ejes.

=P

/ Sabemos mads o
menos lo mismo,
pero en los exame-
nes parece que tu
sabes mucho mas
... (No sé como

\ lo haces!

dily,
,,,< (o
S

.“.

e En examen nofhables expresamente de las Reglas Sagradas,
porque tu profeserte entendera ..... pero acredita tu soltura con ellas a la me-
nor ocasion: f Rgy) =x/(x—y) 2R si x—y=0, pues no puede dividir-
se por.0; f(x;y)=log,(x.y)2 R si x.y<0, pues no es real el loga-
ritmo\de’un namero < 0; f(x;y)={x—y &R si x—y<0, pues no
es real la raiz de indice par de un namero < O.

e Si tienes que componer funciones, no olvides el correspondiente dia-
grama de Venn ... y aunque no te lo pidan, comenta telegraficamente la

conexion con los fenomenos de la vida real; para ello basta que
en el diagrama de Venn "metas" la "cadena" input-output-resultado.
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O ey o == N

Rn Rm Rk
x > £(x) > g(F(x)
input » output » resultado
/]

| ———
h(x) = g(f(x))

e Si tienes que calcular el conjunto de nivel "k" de
un campo escalar f:R2 > R, no olvides el R? L R
correspondiente diagrama de Venn:
Sk = {; eR2 /f(x)= k} ... y AUNQUE NO te
lo pidan, comenta brevemente la conexion X > k

con los fenomenos de la vida real.
Por ejemplo, escribes: si "f" es la funcién degtilidad*de un consumidor, Sy es

Sk

la curva de indiferencia de nivel "k".

En el pais de los ciegos,

v
el tuerto es el rey }/£

/Te cambiamos estos tesoros por\ jSorry! ...
el secreto de tu éxito ... eso que secretos son se-
en examen deslumbra a los pro- cretos, la propia
fesores y hace que parezca que palabra lo dice

sabes mas de lo que sabes
N S

o N
B

P . N
: H
<< <<
wv» oy
o u
- m_
. L
- S -
P <dily, = 7
o P ent < =
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No puede darse valor a lo

que vale menos que nada
Intelgencia, dame en nombre exacto de as cosas ... aungue e escueza

iVoy para Nobel
de Economia! ...
ihe aprobado la Mi-
cro! ..... y eso sin
tener ni idea de Cal-
culo Diferencial:
confundo Ruffini con
Finurri, no distingo
una recta de una pa-
rabola, los conceptos
de limite y continui-
dad ni oletlos ... y de
derivadas e integrales
s6lo sé que no sé
nada

Tema 1. Campos escalares y vectoriales

Mi amor, no te engafies, te han tomado el pelo
con la Micro ... es imposible entender
la Micro sin tener cuatro ideas cla-
ras de Calculo Diferencial ... yel que
hayas aprobado sin que tu profe de Micro haya
detectado que para ti el Calculo Diferencial es
chino, lo dice todo sobre él y sobre la extrema
cutrez del nivel exigido en el examen de Micro
..... pon ahi encima todo lo que se-
pas de Micro, que la galaxia entera
viene a mearse en tu cultura
microeconomica y en lo que pueda
haberte espabilado el cerebro
mientras estudiabas Micro

alumnos espabilen y desarrollen la disciplina mental
y la capacidad de razonamiento, pues esos son los
ello, un buen profe jamas pone un examen que pue-

valores fundamentales de la educacion cientifica; por
da aprobarse aplicando recetas como un autémata.

Respuesta: cl bueno considera que la Pedologia
Métrica Insesgada s6lo es una excusa para que sus

Pregunta: :cn que diferencia un buen profe de

Pedologia Métrica Insesgada de otro malo?

—
—
~
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