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A Regino, mi padre;
sin su ilusién no
existiria Fonemato.



Faunciados

Los exdmenes se aprueban en el aula de examen el dia del examen,;
por tanto, las horas que dediques a prepararte para ese dia tienen ca-
racter de entrenamiento... y ya sabes: entrenar es "sufrir",

Como so6lo deja huella en nosotros lo que nos puteay hace sufrir,
cuando estés entrenando en casay P2 un
ejercicio te desborde, lucha a
muerte con él todo el tiempo que
sea preciso (cuanto mas tiempo c
resistas la tentacién de mirar la so-
lucion mas cicatrices quedaran en tu
cerebro y mas se curtiran tus neuronas),
buscando en el abanico finito de
posibilidades que siempre se abre
cuando en una encrucijada no vemos
claro qué camino seguir.

Inicialmente no debe preocuparte si los ejercicios te "salen" o no; te
debe preocupar aprender a sufrir con ellos: si eres perseverante, al
final ninguno se resistira.

Lees el enunciado de
un ejercicio, escribes
tu solucién COMO Si

estuvieras en iLo que ta
examen, y luego la digas bwuana
comparas de modo entrenadot!

Critico con la que

\ tienes en el libro
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CALCULO MATRICIAL

2 1 =2
01 Halle "a" para que A = {% —% 1} tenga inversa, y halle A=l si a=4.
—a
1 ¢ O
02 Halle "c¢" para que A=|0 2 8 tenga inversa, y calcule A—1 sive=i:
c
10 —1]
03 Demuestre que la matriz A = % a b p 1| tiene inversa soélo si los parame-
A —

tros "a" y "b" son no nulos, y calcular dicha inversasi a=b=1.

1 a%-1 a
04 Halle el rango de A=|1 2.a% -2 2.a2— 1 |segun los valores de "a's
1 0 a

Si existe, calcule la inversa de "A" en los casos a=0ya=1.

05 Resuelva razonadamente la siguiente ecuacién matricial:
4 1 1 2 0 -1{_|0 -1 2 1
[—1 0}’X‘[2 -1 0 1}—[1 0 -3 0}
06 Encuentre dos matrices "X" e "Y", de orden 2x 2 con coeficientes, reales
tales que AX+BY=Cy AX =Y, siendo:

a=[d 3me[4 A8 ]

. x+a+b —a b
07 Resuelva la ecuacion —C x+b+c -b =0
—C -2 X+a+c

08 Halle todas las matrices "X" tales que XA =B, si A = 12 ;B = pa
3 4 2 1
4 -6 4 -3
Halle "P" simétrica y regular y tal que PB = AP.
10 Si "A" y "B" son matrices 3x 3 de nimeros reales y A es diagonal (o sea,
a3 =0 si es i#j), (podemos afirmar que A eB=Be A para todaimatriz
"B"? ¢:Como deberia ser "A" para que A e B=Be A para toda mattiz"B"?

11 Sabiendo que una matriz "A" verifica A2 = A, determine un yalor no nulo

del ntimero real A tal que (AA —1)2 =1, siendo "I" la matriz idéntidad.

12
12 Sea la ecuacién matricial X @ A =B, siendo A = [% {l yB= |:3 4:].
5,.06
1) ¢Cuales son las dimensiones de una matriz solucién de la ecuacion anterior?
2) Calcule una solucion.
3) ¢Es unica la soluciéon? Razone la respuesta.

2 2 2
a b C
b+c c+a a+b

13 Calcule el valor del determinante

EJERCICIOS DE EXAMEN DE LA PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD 2

© Rafael Cabrejas Hernansanz



14 Calcule el valor del determinante

(\O2 ]\ O} \ 8}
D1IUTUIN
U
OAUIN

1 3
15 Calcule los valores de "a" y "b" para los que A (1) %i ab tiene rango 2:
0 b

16 Halle una matriz "B" sabiendo que su primera fila es (0,1) y que vetifica:

(10 4 _|-1 2 2
A'B—[1 o}’A—[z 1 o}
3
17 Halle para qué valores de "k" la matriz A =| 1

—_— R

0
0 | carece de inversa.
-3 2

Si existe, calcule la inversa de "A" para k=4.
18 Sean "A" y "B" cuadradas de orden dos tales que ‘A‘ =2y ‘B‘ =—4.
Justificando la respuesta, calcule:
rg(A) 5 1g(B) 5 |A2] 5[ Al |A-1] 5 |2A] 5 |ABt| ;5 [BrA]
Ponga ejemplo de matrices 2x2 tales que ‘ A+ B‘ # ‘ A ‘ + ‘B ‘ .

bl b

2
19 Determine para qué valores de uau’ "b”, "C" y ndn es |:a B] — l:g) 8:| .

C

20 De una matriz "A" se sabe que admite inversa. ;Qué se puede decir del de-
terminante de "A"? ¢Y del rango de "A"?

1 1 1
Halle para qué valores de "k" la matriz A = [k 1 l} carece de inversa.
1 -1 k
Calcule la inversa de "A" para k = 2.
a 10 9 0 1
21 Halle las matrices "X" dela forma |0 b 1| tales que X?>=[0.9 0.
0 0 c 00 9
22 Halle "A" y "B" si A+B=Cy3eA+4eB=C, sicndo cz[g ‘92]
21 k
23 Halle para qué valores de "k" lamatriz A=|1 1 k—1| tiene de'inversa.
1 2 k+1

Calcule la inversa de "A" para k= 3.
24 Calcule "x" e "y" si la matriz A = [% %} verifica A2 +xo A +iyol=0.
25 Sean "A", "B" y "C" matrices cuadradas no nulas de orden dosigBs cierto

que AB=AC=B=C? Si es cierta, demuéstrela; si es falsa.dé un contra-
ejemplo.
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26 Aplique las propiedades de los determinantes (o sea, sin desarrollar el deter-
minante) para calcular una solucién de la ecuacion

11 3
1 x 18[=0
1 12 x2

27 Siendo "a", "b" y "c" tres nimeros reales arbitrarios, calcula AT para todo

numero natural "n", siendo
0 a b
A=|0 0 c
0 0 0

Sea "B" una matriz 3 x 3 arbitraria. Indique, justificando la respuesta, si son
ciertas o falsas las siguientes afirmaciones

1) Si el rango de "B" es 2, el rango de B2 también es 2.
2) Si el rango de "B" es 3, el rango de B3 también es 3.

1 0 0
28 Sealamatriz A=[0 1 0].
a 0 b

1) ¢Cuando el determinante de "A" es el seno de algin nimero real?
2) Calcule la inversa de "A" cuando exista.
3) Determine todos los pares (a,b) paralos que "A" coincide con su inversa.

29 Justifique cudles de las siguientes igualdades son ciertas y cuéles mo:

a.a b|_ _|a bl aa b |__,la b
1>Ot.cd_'cd’2) c ad % ¢ d
o.a o.b|_ 5 |a bl a.a o.bl| _ |la b
3>|0L.c a.d|—°‘ leds M e 4 |‘°‘ d|
. 1 2 2 1
30 Compruebe que (Be® A)t = At ® Bt siendo A:[S 3] y B= 8 % .

31 Encuentre dos matrices "A" y "B", de orden 3 x 3 con coeficientes reales y
tales que 3A +2B=Cy A —B =D, siendo:

3 8 =3 1 1 =
C= —22—3;D—{1 4 4}

7 2 4 | -1 -1 =2

1 -4 1] 0 -1 —1
32 Sean las matrices A=| 1 3 2 yB=-1 1 2|

_—1 2 O_ -1 0 1

1) Estudie si existe y, si es asi, calcula la inversa de "A".

2) Determine una matriz "X" que verifique la ecuaciéon A eB= Ao X @A .
X+ 2 1 1 1
33 Resuelve la ecuacién % X _{ 2 < }_ 2 é =0

X —X X

34 Halle "a" para que A =|:

[N )
— O
D O

:| tenga inversa, y calcula dicha inversa
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35 Razone si es cierto que (A +B)2 = A2+ B2 +2AB para cualquier par de

matrices cuadradas "A" y "B".

. a b o . . .
Siendo A = [C d} una matriz triangular invertible, demuestre que su inversa

también es triangular.

1 1 1 1
) a b ¢ d

36 Calcule el determinante 2 B2 2 g2 llamado de Vandermonade.
22 b S dd

z X y z
6|=7 halle el valorde |3.x+4 3.y+5 3z+0]|.
2 x+2 y+2 z+2

37 si

NN B~ A
o o

38 Resuelva la ecuacion =0.

— DN~
N— M —
—_ XY=
T =N

1 1

a
a l} segun los valores de "a'.

39 Determine el rango de A = |:1

IS

—_

1 a 0

40 Indique qué le sucede al valor de un determinante de orden 2 cuando:
* se multiplica una fila por 4
* se multiplica una columna por 5
* se multiplica todos sus elementos por 3

318 12] |10 3] |6 9
4 7004 711020 7(Y 120 21

41 Determine el rango de la matriz "A" segtn los valores del parametro "k", y
calcule su inversa para los valores de "k" que hacen que el determinante sea 1.

1 2 1
A=10 k k
-1 k -1

bl >

Compruébalo con los determinantes
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SISTEMAS LINEALES

11 =2 1 -6 X
01 Sean las matrices A=|2 1 1|,C;=[2|,Cy = —1é yX=|y]|.

2 3 -9 o3 z
Halle los valores de o para los que el sistema AX = Cj es incompatible.
Halle los valotes de B para los que el sistema AX =C, es compatible y re-
suelve el sistema para cada uno de estos valores.
Para aa=3yPB=-13, estudie el sistema AX=Cy+Cy; si es posible,
resuélvalo, y si no es posible, indica por qué.
02 Discuta y resuelva el siguiente sistema.
(a—-2)x—y+2z=0; x+(2a—-1).y—az=0; x+ay—z=0
03 Discuta el siguiente sistema segtin los valores de "k", y resuélvalo si k=1,
kx+22z=0; ky—z=k ; x+3.y+z=5
04 Clasifique el siguiente sistema de ecuaciones segin los valores de "a"y "b".
ax+y+bz=1; x+ay+bz=1;x+y+abz=b

05 Discuta y resuelva el siguiente sistema segin los valores de "a".

x+y+taz=a;axtay+z=1;x+ay+z=a

06 Discuta el siguiente sistema lineal en funcién del parametro "a".
ax+y+z=0; x+ay=0; 3x+az=0

07 Resuelva el siguiente sistema
Bx+y+2z=1;x+5y—-z=4; —4x-2y+3z=+1
08 Discuta y resuelva el siguiente sistema segtin los valores del parametro a".
axtay=a; (l-a)z=a+1l;y+z=a-1

09 Discuta el siguiente sistema de ecuaciones segtin los valores del parametro

"a", y halle todas sus soluciones cuando sea compatible e indeterminador

axty+tz=a;x+tay—z=1;3x+y+az=2

10 Discuta, en funcién de los parametros "a" y " b", y resuelva, enlos casos en

que sea posible, el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
x+y+az=1;x+y+bz=a;x+tay+z=a
11 Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones.
txX+2y+z=1;2x+y+2z=2; x+y+z=1
12 Discuta el siguiente sistema de ecuaciones segin los valores de "a"y"b":
x+(a+1l).y+bz=a;ay+bz=a+b;x+2y+z=b
13 Halle las soluciones comunes a los siguientes sistemas.
S, - X+y+z=2 _ 3x+y+z=5
I x—y—2=1" 2" 12x-4y—42=0
14 Sea el sistema X+y+z=0,x+2y+3z=ay 2x+3.y+4z=a.

Razone si es posible encontrar un sistema equivalente al dado, pero que ten-
ga solo dos ecuaciones.
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15 Discuta el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién de "a" y "b".
x+y=1;x+2y=a;x+3y=b; x+4y=2a

16 Estudie la compatibilidad del siguiente sistema.
X+2y+22z+3.w=06; 2x+4y+32z+5w=10 ; x+2.y—2z=0

17 Determine para qué valores del pardmetro "a" tiene solucion tnica el sistema.

2x—=3y=2;3x—-3y=a; 5x+ay=-13

18 Estudie el siguiente sistema para los distintos valores de "a"\y. resuélvalo

cuando sea posible.
2y—2z=06;3x—-22z=11;y+2=6; 2x+y—4z=a

19 Estudie el siguiente sistema lineal segin los valores del parametrorteal "a"y

resuélvalo en los casos que sea compatible.

2 -1 -1 x| [a
-1 2 -1|yl|=]a
—1 -1 2|5| |a

20 Discuta, segtin los valores de los parimetros A y 8, el sistema
A+Dx+3y+rz=1;3x+A+1)y+22z=0-1; Ax+2y+Arz=2

21 Estudie el siguiente sistema lineal segin los valores del parametto real "a"y

resolverlo en los casos que sea compatible
ytaz=—-a;x+ay+z=0;x—ay+taz=2

22 Determine la matriz A para que el sistema homogéneo AXg= Opsearequiva-
lente a la ecuacion matricial. Calcule las soluciones de modulo 1.

[x v z].F ﬂ:[o 0]
1 2

23 Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones para los valores del parametro
real "a" que lo hagan compatible.
ax+y+(a+1)z=0;ay+(a+1)z=0; x+2z=1

24 Aplique el Teorema de Rouché-Frobenius para decir cémo es el sistema
ax+by+cz=a+b+c; bx+cytaz=a+b+c
cx+ay+bz=a+b+c

Encuentre una solucion de dicho sistema.

295 Justifique en qué casos un sistema lineal homogéneo de tres ecuaciones con
tres incognitas tiene alguna solucion distinta de la trivial x =y =2z=0.

Obtenga todas las soluciones del sistema x+y+z=0
X+2y+32=0
10 2
26 Sealamatriz A=2 1 0 |.Calcule A~1, lainversa de At yla de’A—1
31 -1

X 4 X 2
Resuelva los sistemas Ate|y |=|0|y A-le|y|=| 3 |
z 1 z —4
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2 [ Discuta y resuelva el siguiente sistema segtin los valores del parametro "a":
5x+3y+2z+4t=a;2x+y+z+t=2
3x—y+tz—t=1;x+y+2t=3

28 Clasifique el siguiente sistema de ecuaciones segtin los valores de "a" y "b":
ax+by+2z=1;ax+(2b-1).y+32z=1; ax+by+32z=2b-1
29 Estudie la compatibilidad del siguiente sistema y resuélvelo si k =2:
kx+y+z=3; x-ky+z=1; x+y+z=k+2

30 Estudie para qué valores de "k" el siguiente sistema es compatible indetermi-
nado, describiendo sus soluciones en tal caso
6x+2ky+3z=1;x-y+2=3;9x—-y+06kz=10

31 Discuta siguiente sistema segtin los valores del parametro "k":
x—y+z=2;x+ky+2z=8; kx+y+kz=10

32 Discuta y resuelva el siguiente sistema segtin los valores del parafetro "k":
x+y+z=k+1; kx+ky+(k-1z=k; x+ky+z=l

33 Discuta y resuelve el siguiente sistema segtin los valores del parametro "k":
—x—kz=k ; x+y+32=5; 2x+ky=0

34 Discuta y resuelva el siguiente sistema segtin los valores del parametro "k":
x+y+z=1;2x+y+kz=1; 4.X+y+k2.Z:k
35 Discuta y resuelva el sistema 2x +k.y+2z=2, kx—z=1, x+ yt 2.2 =1,
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ESPACIO VECTORIAL

01 :Son h1 =(1;1;1), h2 =(2;1;—1) y h3 = (1;0;5) una base de R3?

Si u,v,w € R3 son linealmente independientes, ¢forman los vectores u + v,

u+w yv+w unabase de R3?
02 En R4, sean h1 =(1;0;—1;2); ho = (A;—1;0;1) ; h3 = (0;1;-1;1).
¢Para qué valores de A son linealmente dependientes? Determinar, én tal ca-

n_mn n_n

so, "'x" e "y" de modo que }_13=X0h1+y0h2.

03 Sabiendo que los vectores (aj1;a12)y (a21;anp) son linealmente.indepen-
dientes, prueba que el sistema de ecuaciones lineales
a11.Xx+tap1.y= by
a12.X+tap2.y = bs
a13.X +a23.y = bj

ajp ap1 by
es compatible y determinado siy sélo si {a1p 22 bp|=0
aj3 a3 b3

04 Dados los vectores (1;0;0) y (1;1;0), probar que son linealmente indepen-
dientes y encontrar un vector (x;y;z) # (0;0;0) que sea combinacién lineal
de los anteriores y perpendicular a (1;0;0).

05 ¢Son linealmente independientes los vectores a = (1;2;3) y b= (3;2s1)2
Determina un vector ¢ de modo que a, by ¢ generen R3.

06 Demuestra que si {u, v} es base de R2 tambiénloes. {u+v,u—v}.

07 Estudia si los vectores (1;2;3), (1;1;—1) y (2;1;4) son LI o no.

08 Determina un vector v € R3 sabiendo que

* ]a suma de sus coordenadas es 3
* v es combinacion lineal de (2;2;2) y (=1;1;0)
* Jos vectores (1;0;1), (0;1;0) y v son linealmente dependiéntes
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ESPACIO AFIN TRIDIMENSIONAL

01 Dado el punto A =(—6;2;0), halle su simétrico A' con respecto a la recta

x=1-t
r=qy=-2+t
z=-3.t

Halle un punto P de "t" tal que el area del triangulo AA'P sea 3466

02 Halle la ecuacién del plano TT que contiene a la recta """ y es paralelo a la

recta "s", siendo:

s =

x=3z—-8 "’ 1 -1 1
Determine el punto de corte de IT con cada una de las bisectrices de los an-
gulos formados por los ejes de coordenadas.

03 Determine la ecuacion de la recta "s" que pasa por el punto P =(2383;-5) y

es paralela a la recta "t":

o= 2x+y—z=4
N x—y+22z=0

04 Halle el valor de "k" para que los puntos A, B, C y D estén en cl'mismo pla-
no,st A =(2;-1;2),B=(4;-3;-1),C=(-2;1;1) y D = (L= L;k).

05 Determine las coordenadas del punto comin a la recta x — 1 =g+ 2= y al
plano de ecuacién x +y—z=4.

06 Determine la ecuacién de la recta "t" que pasa por el origen de coordenadas y

n.n n.mn,

se apoya en las rectas "r" y "'s™:

o= 2x—y=5 _ x+2y=32z+1=0
| yH+z=-1""" |2x+5y+z+2=0

n.n n.mn n.n

Halle los puntos de apoyo de "t" en "t" y en "s".

07 Si a#0, halle la distancia de la recta que pasa por los puntos A =(0;0;0) y
B =(a;a;a) a que pasa por los puntos C=(a;0;0) y D=(0;a;0).

08 Calcule la distancia del punto P =(0;1;6) a la recta

_ Xx+2y—z+3=0
T3 x+5.y+22-1=0

09 Determine la posicion relativa de las rectas "t" y "s":

_ x+y—22z+1=0 _ 2x+y—2z—-1=0
"Tlax—y+2-1=0" T \x—y—22+1=0
Calcule el coseno del angulo que forman las direcciones de las dos rectas.
10 Discuta la interseccion de los planos 1y, IT, y I3 en funcién de los para-

metros "a" y "b":
[Ij=x-y+1=0 ; Iy =x-2+2=0 ; [I3=x+y+az+b=0
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© Rafael Cabrejas Hernansanz



11 Determine la ecuacién del plano TT que contiene a la recta "t"

la recta "s", siendo:

) x=2y+22=0 _ 2x+y=0
T lx—y+2242=0" °T| y+2=0

y es paralelo a

12 Halle la recta que corta perpendicularmente a las rectas "r" y "s":

. x—y+z=-1 Lo 2x—y+z=3
- -2x+2y—2z=3 "~ x+y—z=0

13 Estudie la posicién de los siguientes planos segtin los valores de !'a":

(a—-2).x+y—z=-1
—a.x+(2a—-1).y+(-a+2).z=a
—X+tay+tz=a

" H n.n n.n

14 Determine si hay algun valor de " y "s' se corten

a" para el que las rectas

_{ x—y=0 _{X—a.y—1
r= ; S=
a.y—z=0 y—z=a

H " n " n.n

Determina si hay algun valor de "a" para el que "t" y "'s" sean paralelas:

15 Calcule el pie de la perpendicular trazada desde el origen de coordenadas a la

3.X—\/§_3-Y_\/§_\/§—3.z

recta .
3 3 6

Calcule la distancia del origen a dicha recta.

r

" 'l n.n

y ala recta "s" que
y pasa por el origen de coordenadas, siende:

16 Determine la recta "t" que es perpendicular a la recta
es perpendicular a "t"

7
r=x+1l=y-1=—
2

17 Determine "a" para que tenga area minima el triangulo que déterminan los

puntos P=(-a;0;2), Q=(0;1;a+1)yS=(2—a;—a;0).

" "

18 Estudie la posicién relativa de los planos T1; y I, segin el valogde
[Ij:4x+ay+az=6; Ilrax+y+z=-3

" H

¢Para qué valor de "a" son perpendiculares?

19 Discuta ¢ interpreta geométricamente el siguiente sistema de ecuaciones se-
gun los valores de "a", y resuélvelo para a=1:
axt+yt+z=a;x+(l-a)y+(a-1).z=3;ax+y+z=1l
20 Determine el angulo formado por el plano que pasa por los puntos A,/B y C,
y la recta que pasa por los puntos C y D, siendo:
A =(3;0;0); B=(0;0;0); C=(0;2;0); D=(151;2)
21 Seala recta "r" definida como (x;y;2z)=(2;1;1)+ t ® (—1;0;2). Halle su pro-

yeccion ortogonal sobre el plano I1 cuya ecuacidones 2.x+y+z=0.
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22 Halle el plano IT que pasa por el origen de coordenadas y por los puntos
A=(1;2;0) y B=(-1;1;3). Halle la ecuaciéon del plano paralelo a I1 que
pasa por el punto P =(1;2;3). Halle la distancia entre ambos planos.

n.n nn

23 Calcule el valor de "a" para que las rectas "r" y "'s" se corten:

rz{x+y+z+3=0 x4+l z+a

x—y-—z—1=0">"""5 =y+1= )

Halle, para ese valor de "a", el angulo que forman las dos rectas;

n.mn n.n,

24 Estudie la posicion relativa de las rectas "t" y "s":
pox=1_Y=3 2 _x-3___z-1
2 T 4 5077 2 773
25 Halle el plano que pasa por el punto P =(1;1;1) y es perpendiculag.ala recta

rE{ x—y+z=0

x+y+2z=1

26 Estudie si las rectas "r" y "s" se cruzan y en su caso calcula su distancia:

X =t
2x—vy=0
r=yy=l-t ;SE{X+Z—}37=O
z=14+2.t

27 Sean los puntos A = (1;0;2), B=(2;1;2) y C=(1;0;1), sea IF el plano de-
finido por ellos. Sean las rectas:

r={ x—1=0 . :{X—Z—ZZO
“2y+z-1=0 " T ly-2-2=0

Determine la ecuacién de I1. Una de las rectas corta a 11, determinala, halla
su punto de corte con Il y calcula el seno del angulo que forma el'plano I1
con ella. Compruebe que la otra recta es paralela a IT. Calcule la ecuacion
general del plano que la contiene y es paralelo a 1.

28 Halle el angulo del plano TI; que definen los puntos = A=(050;8),
B=(-5;1;2) y C=(0;-2;0) con el plano II, que pasa pot elypunto

M =(0;0;1) y es perpendicular a la recta "t"=x-1=y -2 =2/0.

n.mn

29 Halle los puntos de la recta "r" que equidistan de los planos Iy y I,

IE{;(;;;; ; I =2.x+y-22=0 ; I, =x-2y+22-1=0
30 Halle la perpendicular comun a las rectas "t" y "s": IE{Z:O . SE{};:O

31 Determine el plano IT; que pasa por el punto P =(4;3;7) y es'paralelo al

plano I1, de ecuaciéon x +y +2z=0. Halle la distancia entre ambos planos.
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32 Sean los puntos A =(2;—1;1) y B=(3;0;—2), y la recta
x+1 y-2 z-1
2 -2 -1
Determine los puntos "P" de la recta "t" tales que el tridngulo ABP es rec-
tangulo con hipotenusa AB. Hallar el area del triangulo.

T

n.n

33 Sea "r" la recta que definen los puntos A =(2;—1;1) y B=(0;15-1), 7 "s" la
recta que definen los puntos C=(2;0;—1)y D=(2;1;-1). Estudie la. posi-

cion relativa de "t" y "s". Determine la ecuacion del plano paralelo a "t" y a

"s" que pasa por el origen de coordenadas. Determine la ecuaciénirdel’plano

que pasa por el punto B y es perpendicular a la recta "r".

34 Los puntos P=(1;1;0) y Q =(0;2;1) son dos vértices contiguos de un rec-

tangulo, y otro vértice esta en la recta

_Jy=0
r_{z=1

Halle los vértices de un rectangulo que verifique las condiciones anteriores.

35 Determine el plano que contiene los puntos A =(0;0;0)y B=(0;0;2) y al

punto "C" que esta en la recta "t" y equidista de "A" y "B":

r={ x—=1=0
T 12x-y—-1=0

n.n

36 Halle el plano que contiene a la recta "t" y es paralelo a la recta !'s"

x=z-—1

t=qy=2-3A ; s= -

z=1+A

37 :Qué representan geométricamente las siguientes ecuaciones paramétricas?
X=A x=A—0
z=—\ z=10

38 Sea "t" la recta que pasa por el punto A =(0;2;1) y cuyo vector director es

el v=(1;—1;1). Halle el punto P de la recta "t" que esti mas proximo al
punto B=(4;7;5). Halle el vértice Q del paralelogramo con vértices conse-
cutivos APBQ) e indica qué tipo de paralelogramo es.

x=1
3y—4.2=18

Halle la ecuacién de la recta "s" que corta perpendicularmente a "t" y pasa

n.n nn

por el punto A =(1;—1;1). Calcula el punto P de interseccion de ey "'s".

39 Sealarecta r= {

Halle la distancia "d" entre A y P y obtener los puntos de lasteetay"t" cuya

distancia a P es 2.d. Siendo QQ uno cualquiera de estos puntos, obtener las
coordenadas del cuarto vértice del rectangulo determinado por A, Py Q.
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40 Sean la recta """ y el plano IT definidos como
_Jx+y=3=0 L
r_{y+22+5=O’II_X+y 2=6=0

Halle el punto P de interseccion de "t" y I1 y el punto M eIl mas proximo
al punto Q =(6;—3;—1) de "t". Calcule la ecuacién de la recta "s" determi-

nada por P y M. Halle el area del triangulo de vértices P, Q y M

41 Estudie la posicion de las rectas "r" y "'s" segtin los valores de "a'

=(a+2).A
_ X_<a ) L _Y_2_z—a
r=qy=1 ; SEa—X= =1
z=a+ 2.\ a a

Determine el punto de interseccion de "r" y "s" en el caso en que se coften

42 Halle el plano que pasa por el punto (2;2;1) y contiene a la recta'r"

n_n

43 De los planos [1=2.x —a.y + 2.z=1, dados en funcién del parametro "a",
encuentre el que pasa por el punto P = (1;2;1), el que dista 3 unidades del
punto Q = (1;1;1), el paralelo al plano II'=4.x+y+4.2—-2=0 yel que
es perpendicular a la recta

x+y—z—1=0
Xx—y—z+2=0

44 Calcule el coseno del d4ngulo que forman las siguientes rectas

_ Xffiga. _[x-3y+2+2=0
Py T Tt s S x4+ 2.y 324+1=0
z=4—a

45 Determine la recta que pasa por el punto (1;0;2) y corta a las rectas
rE{X—ay—ézo. _x-1_Y_ 4

y—z+2=0 > °° 3 1 -2
46 Sean el punto P=(1;—3;—4), el plano [I=x+2.y—2z=0 y el plano IT'
que pasa por los puntos A =(0;0;0), B=(0;1;2) y C=(1;0;7).
Determine el plano que pasa por Py es perpendicular a los planos 11T y IT".

Calcule la distancia del punto P al plano I1.

47 Determine el plano perpendicular al x —y+z=1 que pasa por los puntos
(0;0;0) y (1;1;0).

48 Sean los puntos A =(1;1;0) y B=(0;1;2). Halle los puntos: Grderlal recta
(x;y;2) = (0;1;1)+A @ (1;0;1) a distancia 2+/2 de la recta definida por A y B.
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49 Compruebe que el punto P =(1;1;—1) esta en la recta "t" pero no en el pla-
no II:

z+1=0

Determine el otro punto de "t" a igual distancia de IT que P.

rE{ZX+y_3:O;]TEx—2y+3z—l:O

50 Halle "k" de modo que las rectas "r" y" s" se corten, halla el pufito de corte

41 x=1-3a
p=X=2_ Y7 _z+k ; s=qy=—14+4.a
2 T 1 2
z=5—a

51 Halle "k" de modo que las rectas "t" y" s" sean secantes

x_Yytk _z-1 < x—2_y+tl_5-3
3 2 2 7 5 7 2

52 Halle "k" de modo que los puntos (0;0;1), (0;1;2), (-2;1;3) 'y (k; k=1;2)

pertenezcan a un mismo plano.

r=

53 Halle "k" de modo que los puntos A =(3;1;5), B=(1;5;9) y C=(3;2;k)
estén alineados y determina el punto medio del segmento AC.

n.n

954 Halle el plano que contiene a la recta "t" y pasa por el punto P =(23153):
_J2x—y+52z=4
T lx -3y +22=1

95 Estudie la posicién relativa de la recta "r" que pasa pot los puntos

A=(2;-4;6) y B=(-1;1;—1) yla recta "s" dada por la ecuacién
(x;v;2) =(1;—=1;2)+ A(3;—5;7)

n._n

56 Determine la ecuacién del plano que pasa por la interseccién de larecta "t" v
el plano IT y es paralelo al plano de ecuacién x + 2.y —3.z—3= 0.

X—3:y_4:Z—2
2 2 0

957 Seanlos planos x +y+z=1, x+2.y+2.2=1, A.x + A.y + z==1. ¢Para qué

r= ; I=x+y—2=0

valores de A se cortan en un punto? Calcular ese punto. ;Qué posicion rela-
tiva tienen los tres planos cuando no se cortan en un punto?

58 Dados los vectores ki = (1;3;0) y k2 =(2;1;1), encuentre un yectorde mo-
dulo 1 y perpendicular a los anteriores.
59 Calcule la distancia del punto P=(1;2;—4) alarecta r = {Y f ji 4

60 Determine el valor de "a" para el que la recta x/a =y =z estd contenida en
q y

un plano I1 perpendicular a la recta x = —y = —=z.

61 Determine la proyeccién ortogonal del punto P =(0;0;4) sobre el plano IT
que pasa por los puntos (0;3;0), (10;3;0) y (0;7;3).
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62 Discuta en funcion de "k" el siguiente sistema y resolverlo si es posible.
X+y+z=2
2.x—=3y+42z=k+3
3x—=2y+kz=10

Interprete la solucién o soluciones obtenidas considerando que son el punto
o puntos de una interseccion de tres planos.

63 Determine la recta que esta contenida en el plano I1=3.x + y —4.z=0, pasa
por el origen y es perpendicular a la recta

{Zx—y+z=O
r=
Xx+y+z=0

64 Sea "t" la recta determinada por los puntos A =(2;0;—1)y B=(2;2;7-1) y
"s" la recta cuyas ecuaciones paramétricas son

X=A
y=1-A
z=—1+A

Halle su distancia "d" v sendos puntos P en "t" en "s" talestque. la dis-
y p y q

tancia entre ambos sea "d".

n.n

65 Halle la recta que pasa por el punto P=(1;0;—1) y corta a las rectas "t" y

"s", siendo:
(3x+2y—z+1=0 |¥73F9
- 2.x—v+z+4=0 ) 8= y:8
XY z=14+0

66 TLos puntos P=(1;—1;1) y Q=(3;—3;3) son dos vértices opuestos de un
cuadrado que esta contenido en un plano perpendicular al plano.de ecua-
cion x +y=0. Determine los vértices restantes. Calcule la ecuacion de la

recta que pasa por los vértices obtenidos. Calcule el perimetro del'cuadrado.

x=14+2.A x=14+3A
67 Seanlasrectas r=y=2-3.L ; s={y=3-21
z=14+A z=—1-1A

Calcule un vector perpendicular a dichas rectas. Halle la ecuacién de la recta

perpendicular a "t" y a "'s" que se apoya en ellas.

_J2x—-y=1
68 Seala recta r= {X Cy42a=1 De todos los planos que se puedenyrepre-

sentar por una ecuacioén de la forma 5.x + k.y —2.z+1=0, pruebe que hay

un unico plano IT que es paralelo a "t". Comprueba si IT contiene o no a

"t"; en caso negativo determine la ecuacion del plano I1' que es paralelo a

IT y contiene a "t". Calcule la ecuacién de una recta contenida en IT' que

sea perpendicular a "t", scuantas hay?
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69 Halle la longitud del segmento de la recta
={X—z+1_o

entre los planos Il y Il

B 2.X—y:0 ) HlEX_y:3 5 H253.X+Z:5

Determine el angulo que forman "r" y I1j.

70 Seala recta rE{&X_y—l_Z:O
x—y=1

Calcule la ecuacién de la recta "s" que pasa por el punto P = (25=1;0)y cor-

ta perpendicularmente a "t". Calcule el punto Q de interseccionde "t" y "s" y

el simétrico de P respecto de "t". Obtenga, explicando el procedimiento uti-

lizado, una recta paralela a "s" que se cruce con "t".

/1 Estudie la posicion relativa de la recta "t"

parametro "k":

r—{X_ZY+Z_  Tl=kx—y+27—4=0
2x—y+Z—2

y el plano I segun los,valores del

n H

/2 Considere la recta "t" y el plano IT definidos como

_jx—y+z=0 B B
r= {_X+2y__12,1—[ 2x—y+32z-2=0

Estudie su posicion relativa y calcula la distancia del plano a la tecta.
2x=y—1=0

/3 Calcule la distancia del punto P =(1;0;1) ala recta r = {
X +vy+z=0

" H " H

/4 Halle el plano IT que contiene a la recta "r'" y es paralelo a la recta

1 x=2+3.A
p=Xx=1 Yoo _z-2 ; s=qy=1+2.A
1 -2 3
z=M\
/5 Determine el valor de "a" para que las rectas "t" y "s" sean perpendiculares:
_ 2x—-y—-3=0 o= x=1_Y_z+2
Cx+2z=0 T3 a 2

/6 Para a#0 se consideran los planos
I[I) =—x+2ay—-2az=0 ; IIp=x+ay—az=0
Estudie su posicion relativa y halle la recta paralela a ambos queypasaspor el
punto M = (0;0;0). ¢Hay algtin plano paralelo a ambos que pase M2

/7 Sea "t" la recta que pasa por los puntos A =(1;1;1) y B=(1;=1;0)./Entre
los planos que contienen a la recta s=x—1=2.(y +2) =z, determine (si

existen) los que son paralelos a "t" y los que son perpendicularesia™s".

/8 Calcule la distancia del punto P =(1;1;1) a la recta "t" que pasa por los pun-
tos A =(1;2;3) y B=(-1;0;1).
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79 Sea el punto P=(4;2;-8) ylarecta r=(1;5;1)+ L @ (4;1;—1), A eR.
Halle la distancia del punto P a la recta "r" mediante el siguiente procedi-
miento: tome un punto Q en "t" de modo que el vector QP forme un
angulo o con el vector de la recta, v. Observe que la distancia de P a Q va-
rfa segiin variamos o, siendo la mas corta cuando el angulo es recto. Plantee
la condicién de ortogonalidad de los vectores QP y v para (determinar el
punto Q, y halle la distancia pedida como médulo del vector QP+ Uitilice el

método anterior para hallar la distancia entre las rectas
s=(9;—1;0)+pe(—4;1;1), peR
t=(-1;0;13)+ce(2;1;-2), c eR

80 Determine el 4ngulo que forma el plano x +y =0 con el plano que pasa por
los puntos (1;1;0), (1;0;0) y (0;1;1).

81 Calcule las coordenadas de la interseccion del plano TT=x + yl+ z=1con la
recta perpendicular a él que pasa por el punto A = (1;1;1).

82 Estudie la posicién relativa de las rectas "r" y "s" segin los valores de "k"

y+1 _z . o X :y—2
2k—-1 2~ k+1 -1

83 Halle los puntos de la recta "r" que equidistan de los planos TTy_y TT5:

=z+2

r=x—k=

1 y+1
=X l=t o222 T =34y =15 Ty =4x —3.2=1

84 Estudie la posicion relativa de la recta "t" y el plano II:

r=X=1o Y 3 M=3x-2y+2-3=0

3 2
85 Determine un plano que sea paralelo a la recta definida pot,los.puntos
_ s |
A =(2;0;0) y B=(0;1;0) y contenga a la recta r EXley?:z
86 Halle los valores de "m" y "n" para que las rectas "r" y "'s" sean paralelas
x=5+t y—1 3
— _ =X _ YT _z+
r= y—3+t,s_m = "
z=—t

87 Halle el valor del parametro "k" para que los puntos A, B, C y D.estén en el
mismo plano, siendo A =(k;0;1), B=(0;1;2), C=(1;2;3) y D= (7;2;1).

88 Calcule la ecuacién de la recta que pasa por el punto (1;—2;3) [y es paralela a
los planos x —2.y=1,x+2.2=2.
89 Determine la posicién relativa de los planos de ecuaciones

2x+y+42=0 ; 4x—-y+2.z2+4=0 ; 3x—y+z+2=0

90 Determine los valores de "k" para que la distancia del punto (4;6;5) al plano
3x+4.y—-12.z—k=0 sea 1.
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91 Sean vi=(3;1;2); v2 =(2;1;1); v3 =(0;1;1). Halle un vector w = (x;y;1)
contenido en el plano determinado por v1 y v2 y sea perpendicular a v3.

92 Determine el plano que contiene a las rectas r=x=y=z ; s=>=y=2

2 5
93 Halle la distancia del punto H=(12;—1;1) a la recta "r" que pasa por el pun-

to P=(1;1;1) y cuyo vector director es el v=(3;4;0). Hallé el punto (o

n.mn :

puntos) de "t" que junto con A y P definen un triangulo de area 50.

94 Los puntos P=(2;1;2) y Q =(0;5;4) son vértices opuestos de:un cuadrado
contenido en el plano x +y —z=1. Determine las coordenadas de los otros

dos vértices. Calcule la ecuacién de la recta que contiene al ofigen de coor-
denadas y es paralela a la que contiene a los puntos P y Q.

n.n

95 Halle el plano que pasa por P=(1;1;1) y es perpendicular a lasectay't" co-

rrespondiente a las ecuaciones x+y—2z=2, 2x—y+z=1.

96 Calcule la distancia del punto P =(1;2;0) a la recta "t" de interseccion de los
planos Il =x+y—z=4, Il =x+3.y+2z=46

n.n

97 Sea "t" 1a recta que pasa por el origen y por el punto T = (a;1;1) v "s" la recta

de interseccion de los planos a.y—2z+1=0, x—y+a=0. Halle, en fun-
cion de "a", la distancia de "t" al punto de interseccion de "s'

y = 0. Determine "a" para que "t" y "s" sean paralelas.

con elsplano

98 Estudie la posicién relativa de los siguientes planos segtin el valor de "k™:

II1 =x+ky—z=k; [Ip=y+kz=2; [I3=kx+2y+kz=3

99 Considérese el prisma (no recto) de base triangular determinadagpor los
vectores OA =(3;0;0), OC = (0;4;0) y OD =(0;2;4), y complétese a un
prisma de base rectangular OABC y DEFG. Dibuje la figura resultante y
halle las coordenadas de los puntos B, E, F y G. Halle las cootdenadas del
punto medio M del segmento DF vy calcule el 4rea del triangulo que deter-

minan M, A y C. Determine un punto P en el segmento EG que con Ay C
forme un triangulo isosceles.

n.n

100 Sea "t"la recta que pasa por los puntos A =(2;1;1) y B=(2;—-1;1) y "s" la
recta cuyas ecuaciones paramétricas son (1;1+A;3+ 2.1). Estudie la posi-
cion relativa de """ y "s". Determine el punto o puntos P de "s"spara los
que el triangulo APB es rectangulo con hipotenusa AB.

101 Sobre los puntos A =(1;0;0), B=(1;1;0),C=(1;1;1), D=(1;5;3) y
E =(1;3;2) hay dos opiniones: Pepe dice que estan en el mismo plano,
pues el plano que contiene a los tres primeros puntos esselpx=dyy los

otros dos puntos tienen su coordenada "x" igual a uno; luego los cinco es-

tan en el mismo plano. Juan dice que no estan en el mismo plano, pues los

vectores AB, ACy AD son LI, y por ello, los puntos A, B, C y D no pue-

den estar en el mismo plano. ;Quién tiene razén?
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CONTINUIDAD

1+cosx s1x<0
01 Sea f:R> Rtal que f(x)=19 2.(a+x) si0<x<1
b/x2 si x>1
Halle "a" y "b" de modo que "f" sea continua para todo valor real.de:"x"

02 Sea f:R > R tal que f(x)z‘xz —4‘

¢Es "f" continua en el intervalo [-1;3]?

Enuncia un teorema en virtud del cual se pueda afirmar que "f"aleanza sus
extremos absolutos en el intervalo [—1;3].

Dibuja la grafica de "f". :En qué puntos alcanza "f" sus extremos absolutos?.
Especifica el valor del maximo absoluto y del minimo absoluto de!'f'

03 Determine "a" y "b" sabiendo que la funcién f:R > R es contifua:
x.e¥”  §ix<0

f(x)=9 ax+b si0<x<l1
1+x.Inx st x>1

x2 —-2.x+a

x3 +b.x2 —14.x
nuidad evitable en x =2 para ciertos valores de "a" y "b". Determine dichos
valores de "a" y "b", y analiza el resto de discontinuidades de'la funcién.

05 Sea f:R > N la funcioén tal que:
—3senx six<-m/2

f(x)=9b+asenx si—n/2<x<m/2
COS X si x >m/2

04 La funcién "f" definida como f(x)= posee una disconti-

Determine "a" y "b" de modo que "f" sea continua en /2y en'=1/2

3x—4
x3+bx2+8x—4"
Determine "b" sabiendo que "f" es discontinua en el punto x = 2.
Estudie y clasifique todas sus discontinuidades.

06 Sea la funcién f(x)=

07 Calcula los limites en el infinito (+00 y —o0) de f(x)= —Ln(% + %.arctg X).

7

08 Pruebe que existe ¢ €(0;7/6) tal que %.sen c=(1- 73).cos c.

09 :Se puede afirmar que la funcién f(x)=x3 —3.x2 +5 toma el valor V2 en
algun punto del intervalo [1;2]?

10 Pruebe que e=2x +2.x —1=0 tiene solucién en el intervalo [—23=1

11 Ta funcién f(x)=(x2 —1)/(x2 +2.x —8) es discontinua en un Gnico punto
de abcisa positiva, halle el punto y clasifique la discontinuidad.
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a b —-2.a 3b

12 Se considera la funcion f(x)= _Ol _X1 g 8
0 0 -1 x

Determine "a" y "b" sabiendo que £(0)=-3, (1) =f(-1).

13 Compruebe que la ecuaciéon x = x.sen x + cos x tiene alguna seluciénien el

intervalo [—m;t]. Enuncia el teorema utilizado.

14 Sea la funcién f(x)=(x —1)/(x +2) para la que es f(-3)=4y f(-1)=-2,
pero la grafica de f(x) no corta al eje de abcisas en el intervalo [=3;—1]. Razo-

ne si esto contradice el teorema de Bolzano.

EJERCICIOS DE EXAMEN DE LA PRUEBA DE ACCESO A LAUNIVERSIDAD 21

© Rafael Cabrejas Hernansanz



DERIVABILIDAD

01 Demuestre que funcién f:R > R tal que f(x) = e~ 8M(x=(1/2) ¢s positiva y
decreciente en el intervalo abierto (0;1).

5 .
02 Sea f:R > R tal que f(X):{ZaXX—;;-f—l ziiiz

¢Para qué valores de "a" es "f"' continua?. Dibuje la grafica en esos casos.

¢En algin caso "f" es derivable en el punto x =a?

03 Estudie la derivabilidad de f(x)=2.x + ‘ x2 -9

correspondiente en los puntos donde exista.

04 Sea f:R > R tal que f(x)=

, v halle la funcién detivada

- x
x2 +x+1
Demuestre que "f"' no es derivable en x =0,y que "f" presenta el valor mi-
nimo absoluto en dicho punto.

05 Sea la funcién f(x)=e3x

Calcule la ecuacion de la recta tangente en un punto cualquiera x = a. Halle
"a" para que dicha recta pase por el punto (exterior a la curva) P=(1;0).

06 Las graficas que se muestran en la figura corresponden a una funciéon "t", a
su funcion derivada primera y a otra funcion "g", todas ellas definidas en el
mismo intervalo. Desafortunadamente, al componer el dibujo (enrelique se

muestran también los ejes), las graficas se han colocado al azar.

FIG. 1 FIG. 2 FIG!3
\/ > x \\/Vx | > <

Determine de modo razonado cual corresponde a "f", cual a "g"wy cual a la

funcién derivada primera de "f".

07 Si el lado de un cuadrado aumenta a una velocidad constante de'3"cm/seg,
halle la velocidad a la que aumenta el area del cuadrado cuandoselrlade mide

12 cm, y calcula el valor del lado cuando el area crece 2 60 cm?2/seg .
08 Sea la funcién f:R > R tal que f(x)=ex.

Calcule la ecuacion de la recta tangente en un punto cualquiera X = a.
Calcule la ecuaciéon de la recta tangente a la grafica de "f"' que es paralela a la
recta de ecuacion 2.x — 2.y +1=0.

Calcule la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1;0) y'es tangente a la
grafica de "f".

09 Halle "a" sila recta y =a + 4.x es tangente a la grafica de f(x) =5+ 3.x2.
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10 Demuestre que la ecuacién polinémica x3 + 6.x2 —15.x —23=0 no puede
tener mas de una raiz real.
Determine los valores de los parametros "a" y "b" para que sea derivable la
funcién definida como

£(x) = 2+ebx  six<0
a+Lln(x+1) six20

11 Calcule la diferencial de la funcién f:R > R tal que f(x)=tg xnen el punto
x = 1/4 sila variacion de la variable es h =0'01.

12 Si las graficas de las funciones y=—x2 e y=x2 —a.x +a — 2 'son tangentes

en un punto, determine el valor de "a" y escriba la ecuacién de'la recta tan-

gente comun (que dos graficas sean tangentes en un punto significa que
tienen un punto en comun y que las tangentes en ese punto coinciden).

13 Considere la parébola y = x2.

Escriba la ecuacion de su recta tangente en el punto de abcisa x = a.
Pruebe que s6lo hay dos rectas que pasan por el punto (3/2;2) y son tangen-

tes a la parabola en algiin punto.

14 Determine las coordenadas del punto de la curva y =eX tal que la tangente
en dicho punto pase por el origen de coordenadas.

15 Siendo a #0, sea P =(a;b) un punto de la parabola y =x2/4.
Calcule la interseccion A de la tangente a y =x2 /4 en P con la fecta y=—1.
Pruebe que la recta que pasa por A y por el punto Q =(0;1) es'perpendicular
a la recta que pasa por Py Q.

16 Se considera la funcién continua "f" definida para todo nimero real "x" de la
que sabemos que f(x)=x.Ln ‘ X‘ si x #0. Determine f(0) y estudia la deri-

vabilidad de "f", calculando f'(x) cuando exista.

EJERCICIOS DE EXAMEN DE LA PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD 23

© Rafael Cabrejas Hernansanz



ROLLE, LAGRANGE Y CAUCHY

1/x si—2<x<-1
(x2-3)/2 si—1<x<0

Pruebe que "f" cumple las hipétesis del teorema del valor medio en [-2;0].

01 Sea f:R—> N tal que f(x)z{

Determine los puntos cuya existencia afirma dicho teorema.

Determine los valores de "x" donde f(x) alcanza sus maximos'y minimos en

su intervalo de definicion.
02 Pruebe que f(x)= ‘ x+1 ‘ no verifica el teorema de Rolle en [—2;0].
1

03 Aplicando Lagrange a f(x)= Jx , demuestre que %< V66 -8 < g

04 Sea la funcién "f" tal que f(x)= (g —x)7.eX.sendx.
Pruebe que existe al menos un numero real ¢ €(0;7/2) tal que £'(c) =0.

05 Sea la funcién f(x) = x2/3. ;Existe algiin intervalo [a;b] en el quessé pueda

aplicar el teorema de Rolle a esta funcion?

06 Sea f:R+—> R con funcién derivada f'(x) =sen (senx). Si £(0) =0, cpuede
ser f£(1)=27?. Utilice el teorema del valor medio o de Lagrange.

x3—12.x+1 si0<x<1

07 Sea la funcion "f" tal que f(x)= .
a.x2+bx+c sil<x<2

Determine los valores de "a", "b" y "c¢" para que se le pueda aplicar el teore-

ma de Rolle en el intervalo [0;2], y calcule el valor o valores/de la variable

"x" a los que se refiere el teorema.

08 De una funciéon f:R > R se sabe que es derivable y que los valotes.minimo
y maximo de su funcién derivada en el intervalo [2;5] son 7 y 9 respectiva-
mente. Razone cual de las siguientes situaciones no puede darse:

DER)=6y £(5)=8 ;2 f(2)=6 y £(5)=30 ; 3) £(2)=6 y £(5)=300

09 Pruebe que para todo valor del parametro "a" la ecuaciéon 2.x5 +x4+a=0
tiene una Unica raiz real.
Calcule aproximadamente (dos iteraciones) dicha rafz si a = 1.

10 Analice si la funcion "f" verifica las condiciones del teorema de Rolle en
[0;1]; en caso afirmativo halle el punto al que hace referencia dicho teorema.

f(X>:{1—2.x si0<x<1/2
2.x—1s11/2<x<1
11 Analice si las funciones f(x)=x+ x3 y g(x) = x + 3 verifican las condiciones
del teorema de Cauchy en el intervalo [0;2]; en caso afirmativo determinar el
punto al que hace referencia dicho teorema.
2x—x2  si0<x<l1
14+3.(x—12 si1<x<2

Pruebe que a "f" se le puede aplicar el teorema Lagrange en [0;2].

12 Sea f:R—> R tal que f(x):{

Determine los puntos cuya existencia atirma dicho teorema.
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13 Sea la funcién f(x) =3+ (x +1)3.(x — 2)2.
¢Tiene f'(x) =0 alguna solucién en el intervalo (—1;2)?.
14 Analice si la funcién f(x) =‘sen X‘ verifica las condiciones del teorema de
Rolle en el intervalo [—mt/2;7/2].
X Dpfclopuics) 1
x2 +(x —1)4
Demuestre que f'(x) tiene al menos una raiz en el intervalo (0;1) cualesquie-

15 Sean "m" y "n" nimeros naturales y £:R > R tal que f(x)=

ra que sean los valores de "m" y "n".

x2 +a.x six<3

16 Sea la funcién "f" tal que f(x) 2{ bxtc six>3
. X X

Determine los valores de "a", "b" y "c¢" para que se le pueda aplicat.el teore-

ma de Rolle en el intervalo [-1;7].

17 Pruebe que f(x)=x4 —5.x2 —12.x + 3 tiene exactamente dos raices réales.
Determine el menor entero positivo "a" para el que g(x)=a +f(x) no tiene

ninguna rafz real.

18 ¢Es cierto que las funciones sen x y cos x satisfacen las hipétesis del teore-
ma de Cauchy en el intervalo [0;71/2]? En caso afirmativo determine€l valor

intermedio garantizado por el teorema.

19 Compruebe si la funcién f:[0;2.7]> R definida como f(x)=2.x +sen x
cumple las hipotesis del teorema de Lagrange y determina los puntos a los
que hace referencia dicho teorema.

20 Aplicando el teorema de Rolle, demuestre que la ecuacion x3 =3m=5 =0
no puede tener mas de una raiz en el intervalo (—1;1).

21 Compruebe que f(x)=cos2x verifica las hipétesis del teorema de Rolle en
[t/2;31/2] y determine el punto a que se refiere la tesis del teorema:
a.x six<—1
(x2 =b)/2 six>-1

Analice si existen valores de "a" y "b" para los que "f"' cumple las hipétesis
del teorema del valor medio de Lagrange en el intervalo [—252]."En caso

22 Sea f:R—> R tal que f(X)Z{

afirmativo, determine los puntos a que se refiere dicho teorema.
23 Justifique que la funcién f(x)=2.x + cos 2.x tiene una tnica raiz real.
¢Es positiva dicha raiz?, spor quér

4+2xs1i—2<x<0
4—-2xs10<x<L2

¢Se anula la derivada de "f" en algin punto del intervalo (=2;2)?

24 Sea "f" tal que f(x) ={

¢Contradice el resultado anterior el teorema de Rolle?
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REGLA DE L'HOSPITAL

01 Calcule los siguientes limites:

t —
) lim. (3% —5.x)1/x ; 2) lim. 2 "%
X—> +00 x— 0 X7—senx

02 Calcule los siguientes limites:

. 1 . 1+x2 —cos x
1) lim. (L— j ; 2) lim.
x— 1\ X —1 Lnx x— 0 2.X2

In(1+
03 Calcule lim. H(—‘Xb
x— 0 X

04 Calcule los siguientes limites:
— —1
1) lim. -SOSX_ 2y Jim, 1=€OSX 3y jipy, sen (F-1)
s n/2 Iosenx x>0 X x> 1 X2 —3x¥2

X —8en X

05 Es sabido que lim. 1

x—> o0 Xt COSX

¢Se puede aplicar la regla de L'Hospital para calcular el anterior limite?

06 Determine el tipo de discontinuidad que en el punto x =0 presentalafun-
cioén

x.Ln (x+1)
3.x2

07 Sabiendo que la funcién "f" es continua en todos los puntos y quessinxiz 0 es
f(x)=(ex —1)/x, calcule £(0) y analiza si "f" es derivable en x'= 0.

t(x)=

08 Estudia razonadamente la continuidad y derivabilidad de la funcion "f" defi-
nida como

_x/(ex—=1) six#0
f@_{ 0 six=0
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OPTIMIZACION

01 Halle el punto "Q" de la parédbola y = x2 mas préximo al punto P = (3;0).

Compruebe que la recta QP es perpendicular a la tangente a la parabola en el

punto "Q".

02 Determine las dimensiones del rectangulo de area maxima que puede inscri-
birse en el semicirculo determinado por x2 +y2 =25,y >0.

03 Si ky, ... ,ky son nimeros fijados, determine el nimero real "x"de modo que
la suma (x — k)2 + ... + (x — k)2 sea minima.

04 Herén descubrié que el area de un triangulo de lados "a", "b" y 'c" es:

: +b+
S :\/p'(P_a)~(P_ b).(p — ¢), siendo p:%

Utilizando la férmula de Herén, o por otro método, determine €l triangulo de
area maxima cuyo perimetro es de 32 cm y cuya base mide 12 cm.

05 Sea la parabola y=x2 —4.x +4 y un punto (p;q) sobre ella, con 0 <p <2,

Formamos un rectangulo de lados paralelos a los ejes con vértices opuestos
(0;0)y (p;q). Halle "p" y "q" para que el area de este rectaingulo sea maxima.

06 Un sélido formado por un cilindro a cuyas bases se han pegado doseonos
iguales esta inscrito en una esfera de 10 cm de radio. Determine 1a altura del
cilindro si se pretende que el volumen del sélido sea maximo.

07 Entre todos los triangulos rectingulos de 5 metros de hipotenusa deteérmine
el de area maxima.

08 De todas las rectas del plano que pasan por el punto (1;— 3); determine la

que forma con un triangulo de area minima con la parte positiva del ¢je de
abcisas y la negativa del eje de ordenadas.

09 Si la circunferencia de la figura tiene radio unidad, determine las coordenadas
del punto "P" de modo que el trapecio ABDP tenga area maxima.

D 4 P

EJERCICIOS DE EXAMEN DE LA PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD 27

© Rafael Cabrejas Hernansanz



REPRESENTACION DE CURVAS

01 Para la funcién f:R > R tal que f(x)=x/(1+ x2), estudie las asintotas, las

zonas de crecimiento y decrecimiento, los maximos y minimos relativos y las
zonas de concavidad y convexidad. Realice un esbozo de la grafica de "f".

02 Calcule las asintotas de f:R > R tal que f(x) = (x2 — 3)/(x — 2)s
03 Si f(x)=1/(1+¢el/x), estudie su dominio y asintotas, y los puntes.de.corte

de la grafica con las asintotas, si las hay. Crecimiento y decrecimiento. Dibuja
la grafica a partir de los resultados anteriores.

04 Estudie y represente la funcién tal que f(x)=x/((x —1).(x — 3))

05 Estudia la grafica de f(x)=x2.eX, y explique por qué la ecuacién x2.e* =1
s6lo tiene una solucién. Pruebe que esta solucion esta entre 1/2 vy 1.

06 Determine el dominio de definicién, las asintotas y los maximos y minimos
relativos de la funcién tal que f(x)=(x3 +x2 + 2x+1)/(x2 + 2x+1).

07 Siendo g(x)=eX + (1/x), calcule sus limites si x —> 400 y si x —> —003 indi-

que si tiene alguna asintota. Utilizando el apartado anterior, explique por qué

hay un tnico valor de "x" que anula la derivada o'(x). Estudie el crecimien-
y q g

to y decrecimiento de g(x), y dibuja su grafica.
08 Represente graficamente la funcion £:R > R tal que f(x)=eX f(1+ e2X)
09 Estudie y represente graficamente la funcién f(x)=1/(1+e~X)
11 Estudie y represente graficamente f(x)=x2/(x2 + 2.x— 3).
11 Estudie y represente graficamente la funcién f(x)=x+ (4 /(x — 1)2).

12 Para la funcién f(x)=(x2 —3.x +2)/(x +1)2, estudie sus asinfotas, sus ex-
tremos y sus puntos de inflexién. Dibuje su grafica.

13 La grafica de la derivada de f(x) en
el intervalo (=1;5) es la de la fi- | £'(X)
gura. Si £(0)=0, dibuje de modo

aproximado la grafica de f(x) en 4

> X
el intervalo (—1;5). Indique los ! 4 2
maximos, los minimos y los pun-

tos de inflexion de f(x).

14 Halle la funcién f(x)=x4%+a.x3+b.x2+c.x+d si en (1;0) tiene tangente
horizontal y el punto (—1;—32) es de inflexién. Halle los extremos relativos.

15 Sea f:R > R tal que f(x)=((3.x2 +x)/(3.x2))ax+2, Halle "a"si lasgrafica
de "f" tiene como asintota horizontal la recta y = 2.
16 Calcule recta la tangente a f(x)=x3 —3.x + 2 en su punto de inflexion.

17 Represente la funcién f(x)=a.x3+b.x2+c.x+d si en el punto (1;4) tiene un

maximo relativo y su recta tangente en el punto (0;0) es y =6.x
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18 Determine el dominio de definicion, las asintotas y los extremos relativos de

la funcién £:R > R definida como f(x) = x/3/x2 — 1

19 Demuestre que la funciéon f(x)=x5+x3 +x+1 tiene un unico punto de

inflexién y determine la ecuacion de la recta tangente a la grafica de "f" en €l

20 Halle las asintotas verticales y horizontales y los maximos y minimosstelativos
de la funcién f(x)=1/(x2 — 2.x — 3). Represente su grafica.

21 Represente la grafica de f(x)=(x — 3).(x —5)/(x2 — 4)
22 Represente la grafica de f(x)=x/(1+ x2)

23 Sea f(x)=n.x —x1, siendo "n" un nimero entero distinto de 0y de 1.

Compruebe que la funcién "f' tiene un extremo relativo en x =1lupara cual-
quier valor de "n". Estudie si depende o no del valor de "n'""el que este

extremo sea maximo o minimo. Suponiendo ahora que n>1, |determina los

intervalos de crecimiento y decrecimiento de "f"' segun los valores de "n".

Utilice los resultados para probar que nx —x2<n-1si x20yn>1

24 Halle las asintotas verticales y horizontales y los maximos y minifnos relativos
de la funcion f(x)=(x2 —4.x)/(x2 —1). Represente su grifica.

25 Siendo f(x)=(a.x3 + b.x2 +5)/(x2 — ¢), calcule "a", "b" y "c""sabiendo que
las rectas x =2 e y=3.x +2 son asintotas. ;/Tiene otras asintotas?, en caso
afirmativo determinelas.

26 Represente graficamente la funcion f:R > R definida como f(x)= e—x? y

determine el punto en que sea maxima la pendiente de la recta tangente:

2 [ Represente graficamente la funcién f(x) =sen x + cos x determinando.sus

maximos y minimos relativos.

28 Calcule la ecuacion de la recta tangente a f(x)=2.x3 — 6.x2 + 4 en su punto

de inflexion. Haga una grafica de la funcién en un entorno de dicho punto.

29 Represente graficamente la funcién f(x)=x —Ln (14 x2).

30 Represente la grafica de f(x)=(x—1).(x —2)/(1+x2) determinando sus

maximos y minimos absolutos y los puntos de corte con sus asintotas.

31 Sea f:R+> R tal que f'(x)>0, Vx. Analice el crecimiento y dectecimiento
de g(x)=f(eX) y determine los extremos relativos de h(x) = eTf(x).
x2 +2.x six<0
32 Sea f:R > R tal que f(x)=12.x3 —(3/2).x2 + b.x + ¢ si 0<x &2
—x2 +d(x—1)six>2
Halle "a", "b", "c" y "d" para que "f" sea continua y derivable en todo punto.
Represente las graficas de £'y f'"', indicando los puntos en que no estan de-
finidas.
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CALCULO DE PRIMITIVAS

01 Calcule las siguientes primitivas:

1) [(1+x2).Lox.dx ; 2)jezx e

02 Calcule las siguientes prirnitivas

)'[X2+4X+13 ; Z)Jex.cosx.dx

03 Calcule las siguientes primitivas:

1>J‘ dx
V2. A2 +¥x +1)

04 Calcule J x2+3.x+2 .dx
(X—l).(X2 +2.x+2)

05 Calcule Idx /(cos#* x) mediante el cambio de vatiable tgx =z
06 Halle una funcién "f" tal que £(0)=0; f'(0)=5; f"(0)=1;f""(x)=x+1.

07 Calcule I 2.x+5 dxy dx
(x —1).(x + 3)2 1+ex

08 Calcule las siguientes primitivas:

1| h.x 2)j1+\/_ 3) [ (x

09 Determme una primitiva de f(x)=x.(1 —Ln x) que pase por el punton(l;1).

; 2) J.X (Lnx)2.dx ; 3)_'. x.dx

N .

2.Ln x — x.ln x2).dx

10 Determine f(x) sabiendo que f'(x)=e2X.sen x y que f(n/2)=1

x4 —x3-x-1
3 —x2

11 Determine f:(1;+00) > R si f'(x)= y £(2)=Ln 4.

12 Calcule las siguientes primitivas:

D[ sendx gy 2) [ x2ax+1dx 5 3) [ (1+x2)sen x.dx
«[COS X.8€n X

13 Calcule una funcién que valga 0 en 0 y cuya derivada sea f(x) = sén x.cos x

14 Calcule las siguientes primitivas:
1) [dx/(x4 =1) ; 2) [dx/(x2 +x +1)
15 Determine todas las funciones cuya segunda derivada es f''(x) = x.eX, obte-
niendo la que pasa por los puntos (0;2) y (2;0).

16 Determine f(x) sabiendo que f'(x)= —2x y que £(2)=(En4)/3.
x2 +x—2

17 Calcule las siguientes primitivas:

1)j\/5X3 +\/3Xz dx 2)]% : 3)[% L 4) [(2 + ) e 2R

18 Calcule las siguientes primitivas:
D] B2 [ xfl-x2.dx 5 3)[ xcosx.ds
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INTEGRALES DEFINIDAS

01 Calcule J.(? f(x).dx, siendo f(x) :{ X six<1

1+xIlnx si x>1

02 Calcule Ll /2 V1 —x2.dx haciendo el cambio x =sen z.
1/2
03 Calcule IO/ x3.dx /1 —x2

04 Caleule una primitiva de "f" y [ x.£(x).dx siendo £(x)=1-+|xx1].
05 Sea la funcién definida como f(x)=(x ++/x2)2/4 donde el simbolo \/7

representa la rafz cuadrada positiva. Analice la continuidad y 1a derivabilidad
de "f" en x = 0.Determine los intervalos de crecimiento de "f". Caleule la in-
tegral de "f" en el intervalo [—3;3].

2

06 Calcule j“/
0

07 Se sabe que la funcién f:R > R tal que f(x)=2a.x2 + b.x + ¢ verificarque:

lim. f(x)=0; lim. f(x)=1; lim. )~ £0)
x>0 x— 1 x—> 0 X

x.sen x.dx y Le x.Ln x.dx.

2

1
Determine los valores de "a", "b" y "c" y calcula IO 3.£(x).dx

08 Determine para qué valores de "x" existe f(x)=x.4v1—4.x2 y calcule la in-
tegral de """ en el intervalo [0;1/2].

1 s10<x<1
x—1sil<x<2

Se define una nueva funcién a[f] de modo que si 0<x('£2 entonces

09 Sea la funcién "f" tal que f(x)= {

a[f](x() es el area limitada por el grafo de "f", el eje de abcisas y las rectas
x =0y x =x(.Compruebe que la funciéon a[f] es continua. Siyse.tepite la

construccién para la funcién a[f], razone sila funcién afa[f]] es derivable.
10 Si F:[5;+ 0) > R es tal que F(x)= ISX V14 ez.dz, calcule F'(X).
11 Sean las funciones F(x) = _[g ez® dz y g(x)=x2.
Calcule las derivadas de las funciones compuestas Fe gy g o IT,
12 Caleule [ | (x = 2).(x — 4)].dx
13 Sea "f" una funcién continua y derivable en toda la recta real tal que
f0)=0;f)=0;f"0)=1;f'(1)=2

Calcule g'(1) si g(x)=f([" £(c+1).dt), y calcula ambién lim. g(x)/f(x)
x—> 1

1
14 Calcule jo (x3 +3.x2 —3.x).dx/(x2 +3x+2)
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AREAS Y VOLUMENES

01 Siendo f(x)=x.cos x, consideremos los recintos del plano

D1:{<X;y)/OSXS§, OSySf(X)}

D, Z{(X;y)/%SX <2.m, OSySf(X)}
Compruebe que la suma de sus areas es 2.7.

02 El segmento AB de 5 cm de longitud, gira alrededor del eje OX, y se sabe
que las respectivas ordenadas de A y B son 2 y 5. Calcule el volumen engen-
drado al girar alrededor del eje OX el recinto limitado por dichg segmento, el
eje OX y las rectas verticales que pasan por A y por B.

03 Dibuje en el mismo plano las graficas de f(x)=sen x y g(x)=sen 2x en el

intervalo [0;2.7] y halle el area encerrada entre ellas.

04 Represente el recinto que limita la curva de ecuacién y=x2 + x con la recta
perpendicular a su tangente en el punto x =0, y = 0. Calcule su area.

05 Sea la funcién y =x.ea-x donde "a" es una constante no nula. Halle "a" si el
irea limitada por y =x.e2-X ylas rectas y=0,x =0y x=1es 1/aZ.

06 Halle el 4rea del dominio que limitan y=x2 —4.x -5 ¢ y=—x2 + 6.x4 7.

07 Calcule el 4rea encerrada por la curva a2.y2 =x2.(a2 — x2), siendo a > 0.

08 Calcule el area determinada por la curva f(x)=(x—1)/(x +2), el semicje

positivo del eje de abcisas y el semieje negativo del eje de ordenadas.

09 Siendo a >0, calcular "a" para que Ea ||X -1 |‘dX =4.

10 Se considera la funcién f(x)= ‘ X — 4‘ en el intervalo [0;6] y la particion de
dicho intervalo dada por P =1{0,1, 4, 6}. Calcule la suma integral supetior de
la funcién "f" correspondiente a la particién dada del intervalo [056]

11 Halle el 4rea que encierran la funciones f(x)=1/x2, g(x)=x/8 y h(x)=x
en el primer cuadrante.

12 Halle el volumen obtenido al girar alrededor del eje de abcisas la superficie
limitada por y=1/(x +2) ylas rectas x=2,x=4 e y=0.

13 Dibuje las graficas de las funciones f(x)= ‘ sen 2.X‘ y g(x)=coesZix en el
intervalo [0;2.1]. Si "a" y "b" son los dos valores menores de "x" en los que
se cortan las dos graficas, determine el area comprendida entre ellas/en el in-
tervalo [a;b].

14 Determine el 4rea del recinto limitado por f(x)=5-x2y g(x)=4/x2.

15 Determine el area del recinto que limitan f(x)=6.x —x2 y g(x)=x2 —2.x

en el primer cuadrante.
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16 Determine el 4rea del recinto limitado por f(x)=x2 +4.x el eje de abcisas y

las rectas x =—-1yx =1

17 Determine el 4rea de la region que limita la curva y = (x —1)2.(x + 1) con las
rectas x=—-2, x=1ey=0.

18 Calcule el volumen al girar alrededor del eje de abcisas el dominioslimitado
por las funciones f(x)=4.x —x2 y g(x)=x2 —4.x + 6.

19 Determine el 4rea del recinto limitado por y =4.x e y = 3.x2.

20 Calcule el 4rea de un circulo de radio """

21 Calcule el area limitada por la parabola y =1+ x2 yla recta y =1+ 2.x

x+1s1ix=0

22 Calcule el 4rea que limitan f(x)=x2—-x—-2 y g(x)= {l e six> 0

23 Determine el 4rea que limita f(x)=(x—1)/(x2—4) con el eje de.abcisas y las
rectas x =3y x =4.

24 Halle el area que limita f(x)=-2.x3 + 6.x con el eje OX en el primer cua-
drante.

25 Sea "a" una constante y "f" la funcién definida como f(x)=a + x2.

Calcule "a" para que las respectivas rectas tangentes a la graficarde "f"en los
puntos x =—1y x =1 pasen por el origen de coordenadas. Determine el area

del recinto limitado por la grafica de "f" y las rectas tangentes indicadas.

26 Calcule el volumen del cuerpo engendrado por la rotacién alrededor del eje
de abcisas de la superficie limitada por dicho eje y f(x)=sen x en [0;T].

2'( Calcule el volumen del cuerpo engendrado por la rotacién alrededor del eje
de abcisas de la superficie limitada por dicho eje y f(x)=x — x34

28 Calcule el area de la region limitada por f(x)=x2 y g(x) =2 — x2

29 Se considera la funcién f(x)=x.4/5—x2 . Determine su dominio, losicortes

con los ejes y los intervalos de crecimiento y decrecimiento. Calcule el area
encerrada por la grafica de f(x) y el eje de abcisas.

30 Determine los valores de "a", "b" y "c" para los que f(x)=2.x2 +b.x +¢
verifica que f(—2)=1£(2)=0, tiene un maximo relativo en x =0 ymelvdrea li-
mitada por la grafica de "f" y el eje de abcisas es 32.

31 Halle el 4rea del dominio que limitan y=x2 —2.x e¢ y=-x2 +/4.x

32 Dibuje el dominio que limitan y=x e x = y2. Calcule su 4rga.

33 Calcule el 4rea del dominio que limitan las curvas y = x2/2, y =1/(1 + x2)

34 Dibuje el dominio que en el primer cuadrante limitan la curva y=ILnx, la
recta y =2y los ejes de coordenadas. Calcule el area de dicho dominio.
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35 Dibuije el recinto del plano limitado por el eje de abcisas, la recta x =4 y la
grafica de la funcién £: R = R definida como

2—-x2s1x<0
f(X>_{2—X six>0

Calcule el area de dicho recinto.

36 Calcule el 4rea limitada por las pardbolas y=—x2 —2.x ey =x2 + x + 1

37 Calcule el 4rea del dominio limitado por la curva y =1/(1+ x2)| el ¢je de ab-

cisas y las rectas verticales que pasan por los puntos de inflexion dela.curva.

38 Calcule el area de la regiéon que limitan la pardbola y2 =x y_.elssegmento
cuyos extremos son los puntos P =(1;—1)y Q =(4;2).

39 Calcule el 4rea del dominio limitado por las curvas y=x2,y = Jx y.la recta
que pasa por los puntos (2;4) y (4;2).

40 Calcule el area del dominio limitado por el eje de abcisas, las rectas™x = —5 y
x=5 y la semicircunferencia obtenida al considerar los puntospde la
circunferencia x2 + (y —5)2 =25 que vetifican y > 5. Determine el.volumen
engendrado por dicho dominio al girar alrededor del eje de abcisas.

41 Determine k>0 de modo que sea 1 el 4rea que limita la recta xi=skcon las
graficas de las funciones y =eX e y=e~X.
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PROBABILIDAD

O1 En una zapaterfa hay tres estanterfas A, B y C; la primera tiene 50 pares de
zapatos negros y 25 marrones, la segunda tiene 40 de cada color y la dltima
20 negros y 30 marrones. Si un cliente que no tiene preferencia especial res-
pecto a las estanterfas ni respecto al color elige al azar un par de zapatos y es
marrén, calcule la probabilidad de que proceda de la estanterfa B.

02 El 80 % de la poblacién es morena y el 70 % es de ojos oscurost
Calcule la probabilidad de no ser moreno o tener los ojos claros.
Calcule la probabilidad de ser moreno y tener los ojos claros.

03 Dos seres humanos y ocho elefantes se sientan al azar entorn® a una\mesa
circular. Calcule la probabilidad de que los humanos estén juntos.

04 Si"A"y "B" son sucesos tales que P(A)=0'6y P(B)=0'7, calcule P{A U B)
y P(A N B) sabiendo que P(A U B).P(ANB)=0"4.

05 Sacamos al azar tres cartas de una baraja espafiola de 40 naipes.
Calcule la probabilidad de que las tres cartas sean copas.
Calcule la probabilidad de que dos de las cartas sean ases y la otta sea un rey.

06 De una urna con 3 bolas blancas y 4 negras se extraen 3 bolas con reposicion.
Calcule la probabilidad de que las tres sean del mismo color.
Calcule la probabilidad de que dos sean blancas y la otra sea negraz

07 Disponemos de 5 bolas blancas, 3 rojas y 4 negras. De ellas, hemos'marcado
con un punto 3 blancas, 2 rojas y 2 negras. Introducimos las doce bolas en
una urna. Si se extraen dos bolas, calcular la probabilidad de queralguna esté
punteada. Si al sacar una bola resulta punteada, calcule la probabilidad.de que
sea blanca.

08 La urna A contiene tres bolas numeradas del 1 al 3 y la urna B contiene seis
bolas numeradas del 1 al 6. La urna A tiene el doble de probabilidadyde ser
elegida que la B. Se elige una urna al azar y se extrae una bola.

Calcule la probabilidad de que la bola extraida tenga el numero 1.
Si la bola extraida tiene el nimero 1, calcule la probabilidad de que ptoceda
de la urna A.

09 Al lanzar un dado al aire, sea A el suceso de obtener un multiplo de 3 y B el
suceso de obtener un numero par. Justifique si los sucesos A y.B.son o no
independientes.

10 Una urna U; contiene una bola roja y otra negra. Otra urna Uy contiene tres
bolas rojas y una negra. Se saca una bola de Up y se introduce en-Us, des-
pués se extrae una bola de Uj. Se pide:

Probabilidad de que las dos bolas sean del mismo color.
Probabilidad de que la 1* bola sea roja sabiendo que la 2* es negra.

11 Se extraen al azar dos bolas de una urna con 6 bolas rojas y 4 blancas. Des-
criba el espacio muestral y calcule la probabilidad de cada suceso elemental.
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12 En un colegio hay tres grupos A, B y C de 2° de bachiller. En el grupo A hay
40 alumnos y ha suspendido el 25 %, en el grupo B hay 50 alumnos y ha sus-
pendido el 20 %, y en el grupo C hay 60 alumnos y ha suspendido el 30 %.

Calcule la probabilidad de que un alumno elegido al azar haya aprobado.

13 Un jugador lleva en el bolsillo dos monedas, una normal y otra con dos caras.
Elige una al azar, la lanza y sale cara. Calcule la probabilidad desque haya cle-
gido la moneda normal.

14 Si de un dominé con 28 fichas de las que 7 son dobles se exttaen cuatro fi-
chas, calcule la probabilidad de que al menos una sea doble.

15 En el proceso de fabricaciéon de ordenadores, la probabilidad desque’el disco
duro sea defectuoso es 0'15 y la probabilidad de que sea defectuoso el moni-

tor (incluido el teclado) es 0'2. Calcule la probabilidad de que un'etdenador
sea defectuoso.

16 Siendo A, B y C sucesos de un experimento aleatorio, exprese los'sucesos:

1) Al menos dos de los tres sucesos ocurren.

2) No ocurre ninguno de los tres sucesos.

3) Ocutrre alguno de los tres sucesos.

4) Ocurren exactamente dos de los tres sucesos.

17 En una fabrica de autobuses se descubrié que uno de cada cien autobuses
tiene problemas con el cierre de la puerta, por lo que, antes de la venta, cada
autobus es sometido a un test de verificacion. El test no es completamente
tiable, pues si el autobus tiene problemas con la puerta se detecta en un 95 %
de los casos, mientras que si no lo tiene, en un 2 % de las veces indica que si
tiene.

Calcule la probabilidad de que un autobus tenga problemas con la puerta y
no se detecte en el test.

Si el test indica problemas con la puerta de un autobus, ¢cual es la probabili-
dad de que no tenga?

18 Un tipo de negociacién obrero-patronal ha concluido con laffitmaide un
convenio al cabo de dos semanas de conversaciones el 50 % de las veces.
También se sabe que el fondo de ayuda monetaria ha sido suficiente para so-
portar la huelga el 60 % de las veces y que ambas condicioneswse han
verificado el 30 % de las veces.

Calcule la probabilidad de que en una negociacién determinada se llegue a la
tirma del convenio después de dos semanas, supuesto que se tiefie gatantiza-
do el fondo de ayuda monetaria.

Calcule la probabilidad de que el fondo de ayuda monetaria haya sido sufi-
ciente, supuesto que se ha firmado el convenio al cabo de dos'semanas:

19 En una ciudad hay un 55 % de mujeres y un 45 % de hombres. El 60 % de
las mujeres y el 40 % de los hombres sufren dolores de cabeza. Calcule la
probabilidad de que una persona de esa ciudad padezca dolores de cabeza.
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20 Se tienen 2 bolas blancas y 2 bolas negras que han de distribuirse entre dos
urnas idénticas de manera que cada urna contenga alguna bola. ;Cémo han
de distribuirse las bolas en las urnas para que sea minima la probabilidad de
obtener bola negra al extraer al azar una bola de una urna elegida también al
azar?.

21 Se van a sortear 4 jamones entre 40 personas utilizando una batajasded(0 car-
tas. Se reparte una carta por persona y cada una de las que ha obtenido un rey
gana un jamon. Halle la probabilidad de que gane un jamon la pfimera perso-
na que recibe carta, y la probabilidad de que gane un jamoén la segunda
persona que recibe carta.

22 Sean dos sucesos A y B con probabilidades P(A) €(0;1) y P(B)£(0;1).
Calcule P(B/A) y P(A U B) en funcién de P(A), P(B) y P(A/B):

23 Una aseguradora clasifica a los conductores en tres grupos: Bi(buéhos), R
(regulares) y M (malos), y segun sus datos, el 20 % de los asegurados son de
la clase B, el 30 % de la clase R y el resto de la clase M. La probabilidad de
tener un accidente en un ano es del 1 % en la clase B, del 5 % en la clase R y
del 10 % en la clase M. Calcule la probabilidad de que un asegurado tenga un
accidente en el primer afio. En ese caso, calcula la probabilidad de que sea de
la clase M. Si un asegurado no tiene ningun accidente en el primer afio, calcu-

le la probabilidad de que sea de la clase B.

24 De una baraja espafiola de 40 cartas se extrae una carta y se vuelve a introdu-
cir, repitiendo esta operacion tres veces. Calcule la probabilidad-de sacar tres
oros. Si se extraen tres cartas a la vez, calcule la probabilidad [de todas sean
copas.

25 Un caminante parte del pueblo A. Si en cada cruce de caminos (1,26 3) elige
un camino al azar exceptuando el que ha traido, determine la probabilidad de

que llegue al pueblo B.

A

E B

26 En una fiesta de 85 mujeres y 95 hombres se eligen 4 personas al azar.
Calcule la probabilidad de que ninguna sea hombre.
Calcule la probabilidad de haya exactamente un hombre.

Calcule la probabilidad de haya mas de un hombre.
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27 De una urna con diez bolas numeradas del 1 al 10 se eligen sucesivamente
dos bolas con reposicion. Calcule la probabilidad de que los nimeros difieran
menos de 4.

28 :Cuantas veces hay que lanzar un dado de seis caras al aire para que la proba-
bilidad de que salga un maltiplo de 3 al menos una vez sea 0'9?

29 Mario participa en un juego de baloncesto que consiste en intentar encestar
una entrada, un tiro libre y un triple, disponiendo de un tnico intentoren ca-
da caso. Si encesta al menos dos veces gana un apartamento en la Manga y si
encesta una vez gana una ilusién. Sus porcentajes de acierto para las‘entradas,
los tiros libres y los triples son respectivamente el 80 %, el 70 % yseln50. %o.
¢Cual es la probabilidad de que gane el apartamento?
¢Cual es la probabilidad de que no gane nada?

30 Calcule la probabilidad de un suceso sabiendo que el cuadrado dé'éstaimenos
el cuadrado de la probabilidad del suceso complementario es igual a 0'3.

31 Se tienen 3 urnas numeradas del 1 al 3, con 2 bolas blancas y 3 bolas negras
cada una de ellas. Se extrae una bola de la primera urna y se echa enla se-
gunda. Después se extrae una bola de la segunda y se echa enda‘tercera, y
finalmente se extrae una bola de la tercera. Calcule la probabilidad de que es-
ta tercera bola sea blanca.

32 En una caja hay 3 tuercas y 7 tornillos. Si se extraen dos piczas.alazatycalcule
la probabilidad de que sean distintas.

33 La urna A contiene 2 bolas blancas y 1 bola negra y la urna B ¢ontiene)2 bo-
las blancas y 3 bolas negras. Se extrae una bola de la urna A y se,deposita en
la B, después se extrae una bola de B.
Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean del mismo color.
Calcule la probabilidad de que la segunda sea blanca si la primera es.negra.

34 Con los sucesos A, A (complementario de A) y B, obtenga P(A/B) en fun-
cién de los valores de P(A), P(A), P(B/A) y P(B/A).

35 Un dado est4 trucado de modo que las respectivas probabilidades de sus ca-
ras son:

P(1)=P(2) =555 P(3) = P(4) =75 PG) = £ : P(6) = 5

Calcule la probabilidad de que al lanzar el dado tres veces, las'dos primeras
sean 6 y la tercera un 1.

36 Si se lanzan "n" dados al aire, calcula la probabilidad P de que la suma de
puntos sea "n+1". Halle para qué valores de "n" dicha probabilidaddes me-
nor que 0'01.

37 Una urna contiene 10 bolas blancas y 6 bolas negras. Se extraen tres bolas al
azar sin reposicion. Calcule la probabilidad de que salgan mas bolas blancas
que negras y la probabilidad de que salgan mas bolas negras que blancas. Jus-
tifique el valor de la suma de los dos resultados anteriores.
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VARIABLES ALEATORIAS

01 Existe una probabilidad del 90 % de que un componente de un aparato se
comporte de modo adecuado. Si el aparato en que se usa el componente tie-
ne en total cuatro de ellos, calcule la probabilidad de que:

1) Todos los componentes se comporten de forma adecuada y, pot.tanto, el
aparato funcione bien.

2) El aparato no funcione porque falla uno de los cuatro componentes:

3) El aparato no funcione porque falla uno o mas componentes.

02 El tiempo de fabricacién (en horas) de una pieza mecénica es una variable
aleatoria con funcién de densidad
10<x<
f(X):{(3.x+l)/8 si0<x<2

0 en el resto

Calcule la funcién de distribucién de esta variable.
St se eligen tres piezas al azar, ¢cudl es la probabilidad de que todas hayan tar-
dado en fabricarse mas de una hora?

03 Se lanza un dado cargado en el que las caras con nimero multiplo de 3 tienen
triple probabilidad de salir que cada una de las otras. Halle la probabilidad de

obtener un numero menor o igual que 3 al lanzar el dado una vez.

04 En una urna hay 8 bolas negras y 4 blancas. Si se van extrayendo bolas una a
una, Jcual es la probabilidad de que la dltima sea negra?

05 En una reunién de cuatro matrimonios se eligen al azar cuatro personas:
1) Calcule la probabilidad de que todas sean mujeres.
2) Calcule la probabilidad de que dos sean hombres y dos mujeres:
3) Calcule le probabilidad de que entre las cuatro personas haya.al.menos un
matrimonio.

06 Se lanza un dado cargado en el que las caras con nimero multiple de 3 tienen
doble probabilidad de salir que cada una de las otras. Halle la probabilidad de

obtener un numero mayor que 4 al lanzar el dado una vez.
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