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La utilidad de este libro

Salvo que seas loco y estudies por gusto, si estds leyendo esto es porque debes
enfrentarte al curso de introduccion a la Estadistica Matematica (no confundir
con Estadistica Descriptiva) que se estudia en casi todas las Carreras de Cien-
clas.

La primera utilidad de este libro tiene que ver con tu examen de Estadis-
tica, pues en estas pdginas encontrards detallada informacién tedrico-prdctica so-
bre lo mds relevante que "cabe" en un curso introductorio cuya carga lectiva oscila
entre ocho y doce créditos.

En el libro prima siempre lo intuitivo, pues al nivel que te la van a exigir, la Esta-
distica se entiende con los ojos, cast no hace falta cerebro.

TEMARIO Fjercicios
resueltos
—_ 1 | La Probabilidad 58
ﬁ 2 | Variables aleatorias unidimensionales 104
E 3 | Variables aleatorias bidimensionales 66
3 4 | Variables unidimensionales discretas famosas 49
>
5 | Variables unidimensionales continuas famosas 90
1 | Sucesiones de variables aleatorias 23
: 2 | Distribuciones en el muestreo 30
g 3 | Estimacién puntual 81
B 4 | Estimacion mediante intervalo de confianza 29
g 5 | Contraste de hipotesis paramétricas 79
I 6 | Contraste de hipdtesis no paramétricas 16

La segunda utilidad es mas importante, pues tiene que ver con el
"arte” de sacar el maximo partido a lo poco o mucho que sepas; es decir, el "ar-

te" de deslumbrar a los profesores que corregiran la solucion que des a
los montones de problemas que deberds lidiar en multitud de exdmenes escritos
sobre disciplinas que se expresan mediante niimeros.

Todos los profesores son de la misma opinién: corregir examenes es un petardo
..... porque no es trabajo agradable enfrentarse por n-ésima vez a lectura y califi-
cacion de un montén de folios escritos por principiantes que mayoritariamente no
entienden un pimiento y sélo escriben barbaridades y estupideces sobre el asunto
de sota, caballo y rey que por j-ésima vez "cae" en examen. Por eso, cuando un
profe se sienta a corregir eximenes no suele estar de buen humor.



El examen y los latiguillos

En la solucion que en examen demos a un problema debemos escribir "co-
sas" que nos diferencien de los demds, y para eso hay que escribir pen-
sando que el profesor no sabe resolver el problema, por lo que debemos
explicarle los aspectos mas relevantes del mismo. Es

decir, en examen no debes

conformarte sélo con Esctilpelo en tu cerebro: en
hacer el "calculote" de los un examen no importa lo
problemas; los proble- que sabes... importa lo
mas deben bordarse, que parece que sabes

y las agujas de bordar son

los "latiguillos", que diferenciaran tu solucion de las demas... y haran que
b

"parezca’ que sabes mds.

Los latiguillos también protegen de los inevitables errores chorras de cdlculo (na-
die esta libre de escribir 4-3 = 0 y asi destrozar los cdlculos de un problema): un
profesor mentalmente equilibrado no te suspendera por un error de calcu-
lo si con los latiguillos le has vendido la moto de que sabes de qué hablas
y entiendes la historia que llevas entre manos.

) 0 0
¢Oue es un latiguillo?
Llamaremos latiguillo a todo parrafo

corto o esquema que expligue lo
sustancial de los "asuntos" que

tienen protagonismo relevante
en un problema.

Lo mejor para ilustrarte es un ejemplo.
EJERCICIO

Si el 80 % de la poblacion es morena y el 70 % tiene ojos oscuros, calculese la
probabilidad de no ser moreno o tener los ojos claros.

SOLUCION "ESCUPITAJO"

M = moreno y O = ojos oscuros:

PMUO)=PMMNO)=1-PMNO)=1-0'8.0'7=0"'44



COMENTARIO

Es la solucion del que no sabe sacar el maximo partido a
sus conocimientos... Yy pueden presentarse dos situaciones:

1) Silos cdlculos son correctos, al profesor le asaltard la duda sobre si hemos co-
piado del vecino o sabemos realmente lo que estamos haciendo.

2) Si los cdlculos no son correctos, el profesor nos pone un cero patatero, pues la
solucién sélo incluye niimeros y los niimeros estdn mal.

SOLUCION "PROFESIONAL"

Sea "M" el suceso de ser moreno y "O" el de tener ojos oscuros.
Suponemos que "M" y "O" son independientes (o sea, P(M M O) = P(M).P(O)),

pues de lo contrario el ejercicio no puede hacerse, por desconocer P(M M O).

El suceso de no ser moreno o tener los ojos claros es MU O, siendo:

leyes de Morgan | | para todo suceso "W" es P(W)=1—P(W)

P(MUG)iP(MmO)ilP(MmO)?l0'8.0'7: 0'44

P(M N O)=P(M).P(O)=0'8.0"7 T

Latiguillo para rematar como torero de tronio: la fre-

cuencia relativa del suceso MU O en reiteradas realizaciones del experi-
mento converge en probabilidad a 0'44; es decir, sin mas que repetir el
experimento un numero bastante grande de veces, dicha frecuencia se
aproxima a 0'44 tanto como se quiera.

COMENTARIO

Es la solucion del que sabe envolver el caramelo con pri-
mor: los cdlculos se adornan con "latiguillos” y explicaciones que
evidencian la claridad (?) de nuestras ideas, ademas empleamos
"ventanas" que facilitan la lectura de lo escrito... y también pue-
den presentarse dos situaciones:

1) St los calculos son correctos, el profesor que corrija el examen, quitandose el
sombrero ante lo que hemos "escrito”, nos pondrd un 10 ..... y serd feliz du-
rante unos instantes al comprobar que algunos alumnos si entienden las co-
sas que él explica.

2) Silos calculos no son correctos, el profesor (que también comete errores de cdl-
culo, y lo sabe) pensard: jqué penal, est@ alumn@ es de los pocos que eviden-
cian que tienen las ideas perfectamente claras, pero a causa de su error de
cdlculo no le puedo dar un 10; no obstante, seria muy injusto tratarle como al
de la solucién "escupitajo’, le daré un.... ;62, squn 7?2, sun 5 pelao?, lo que sea,
pero un aprobado.



{0JO!, TODO ERROR CONCEPTUAL
ANULA EL EFECTO DE LOS
LATIGUILLOS Y TE DEJA
CON EL CULO AL AIRE.

/Es un vendedor de crecepelo: después de susu\

rrarme al oido las mas tiernas baladas sobre la re-
productividad de la distribucién ji-dos, ha obtenido

¢Qué delito
ha cometido?

una probabilidad negativa y se ha quedado tan
pancho, sin que la mano se le haya desprendido

\del cuerpo antes que escribir tal barbaridad/

iPiedad! ....
suspéndeme
solo esta
convocatoria

/Acostl'lmbrate a usar ventanas,
pues facilitan mucho la lectura de
lo escrito, por lo que el profesor que .
corrija tu examen te lo agradecera
_ con su carifio y simpatia

Pedrusco "K" = Pedrusco "T"
VENTANA i
Razonamientos o calculos que permiten

pasar de un lado a otro del "'="' o de "="

v
Pedrusco "K" — Pedrusco "T"
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1.1 CONJUNTOS

Como sabes, un CONjuUNto es una coleccién de elementos o entes, ya sean tangi-
bles o intangibles, con alas o sin ellas.

El conjunto que carece de elementos se llama vacio y se denota .

Siendo Q un conjunto, se llama subconjunto de Q a [ o
todo conjunto (coleccion de elementos o entes) formado s6- o
lo por elementos de €2. °
[ ]
Si "A" es un subconjunto de €2, para denotarlo escribimos a *

A c Q. Como nada impide que la coleccion "A" pueda carecer de elementos, el
conjunto vacio & es subconjunto de Q, siendo obvio que € es subconjunto de
si mismo.

+—Q
Siendo "A" un subconjunto de Q, el complementario de

"A" respecto de Q se denota A, y es el subconjunto de
que forman los elementos que no pertenecen a "A":

A={ceQ/cgA} A

Evidentemente, el complementatio de A es"A" el complementario de Q'es I,
y el complementario de & es Q.

Siendo "A" y "B" subconjuntos de Q, la union de "A" y "B" se.denota A U B,
y es el conjunto que forman los elementos de €2 que pertenecen a "A" o a "B"™:

AUB={ceQ/ceA bceB}

La interseccion de "A" y "B" se denota A N B, y es el conjunto que forman
los elementos de Q que pertenecen a "A" ya "B":

ANB={ceQ/ceAyceB}

Q
A B
AUBZ{CEQ/CEAéCEB} AﬁBI{CGQ/CGAYCEB}

Por ejemplo, siendo Q={1,7,,23,V, A}, son subconjuntos de € los si-
guientes conjuntos:

A={n,23,V,A}cQ ; B={l,A}cQ
Y sucede que:

A={ceQ/ceA}={,7}cQ
B={ceQ/ceB}={7,7,23,V}cQ
AUB:{CEQ/CEA(’)CeB}:{l,n,ZS,V,A}CQ
AﬁBZ{CeQ/ceAyceB}Z{A}CQ

Tema 1: Probabilidad
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Propiedades

* Conmutativa: AUB =BUA ANB=BNA

* Asociativa: (AUB)UC = AUBULC) (ANB)NC = AN(BNC)

* Jdempotencia: AUA=A ANA=A

* Absorcion: AUANB)=A AN(AUB)= A

* Distributiva: AUBNC) = (AUB)N(AUC) | ANBUC) = (ANB)I(ANC)
* AVD =DUA =A ANQ=0MNA = A

* AUA=Q ANA=J

* Leyes de Morgan: AUB=ANB ANB=AuB

Hay que aprender a
CAZARLAS AL VUELO...
no te comeras unarosca
con nada si eres de es@s

hiperplastas que nogse mo-

lestan en tomar buena nota
de algo IMPORTANTE
hasta que no se lo repites

\ 500000000 veces /
S AL VUELO

Tema 1: Probabilidad
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1.2 ALGEBRA DE BOOLE DE
LAS PARTES DE UN CONJUNTO

Siendo Q un conjunto formado por un nimero finito de elementos, el conjun-
to de las partes de Q se denota @(Q), y es el conjunto cuyos elementos son

los subconjuntos de Q.

Considera que en el conjunto (), que es una colecciéon de conjuntos, hemos
definido el complementario de un elemento de (€2) respecto de € y la unién y
la interseccion de elementos de (Q). En tal caso (Q) es un;algebra de
Boole (lamado 4lgebra de Boole de las partes de ), pues satisfacelasiexigen-

cias que ha de cumplir toda coleccion finita de conjuntos para poder apellidarse
algebra de Boole; a saber:

1) Si A,B € 9(Q)) sucede que A U B € p(Q)
2) Si A € (Q) sucede que A € p(Q)
Por verificarse 1) y 2), también se verifica:

2) Q ep(Q). En efecto, si A €p(Q), debido a 2) es A €@(Q), y.debido a 1)
sucede que A U A €p(Q). Como A U A €Q, resulta que Q € @(Q).

b) & € p(Q). En efecto, como Q € p(Q), debido a 2) sucede que Qep(Q), y
como Q= resulta que & € p(Q).

c) ANB ep(Q). En efecto:

si A € p(Q) A epQ) _
siBego(Q)}?{E eg)(Q)}?AUBESO(Q)j

debido a 2) | | debido a 1)
|

_ v
?AGB ep(Q)=>ANBep)

segun Morgan, es AUB=ANB

d) Si Ay, Ag, ..., A, €p(Q), aplicando reiteradamente 1), resulta:
AlUAU...UA, €p(Q)

e) Si Ay, Ay, ..., A, €(Q), aplicando reiteradamente c), resulta:
AiNAyN...NA, ep(Q)

Por ejemplo, siendo Q ={a,b,c}, es:
P ={A/AcQ}= {{a}, {b},{c}, {a, b}, {a, C}, {b, c}, Q. @}

Tema 1: Probabilidad
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qconjunto #(Q) es el "sach
donde metemos todos los
subconjuntos de Q; en p(Q)
esta individualizado cada uno
de los subconjuntos de Q

N

v

o2 ‘ o {c}
ob O{a,b}

ec O{a,c}

Si el conjunto 2 tiene infinitos elementos, el conjunto (€2) también tiene infi-

nitos elementos. Tras definir en () la union, la interseccion y.€l complemen-

tatio, se dice que (Q) es un c—algebra de Boole (llamado o—algebra de
Boole de las partes de €2), pues satisface las exigencias que ha de cumplit toda

coleccién infinita de conjuntos para poder apellidarse & —algebra de ‘Boole", a
saber:

e}
DSiA,Ap, i s A, e € p(Q), sucede que | J A; e p(Q)
i=1

2) Si A € p(Q), sucede que A € p(Q)

? _' Paciencia... lo
¢A santo de qué viene ‘— comprenderds
este rollo inicial sobre todo en up.tatito
conjuntos? ¢No vamos
a estudiar Estadistica?

;

Tema 1: Probabilidad
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1.3 EXPERIMENTO ALEATORIO

Un experimento es un proceso que se observa con el fin de establecer una re-
lacién entre las condiciones en que se realiza y los resultados que se obtienen.

Cabe clasificar los experimentos en dos categorias: deterministas y aleatorios.

Deterministas: son experimentos en que las condiciones de partida determi-
nan plenamente el resultado; carecen de interés para la Estadistica.

Por ejemplo, a priori se sabe lo que sucedera al realizar el experimento consis-
tente en verter un litro de agua destilada a 30 grados sobre dos litros de acido sul-
tarico a 60 grados .... y siempre sucede lo mismo, por mas veces que se repita este
experimento.

Aleatorios: realizados en condiciones analogas N0 puede predecirse el
resultado, pero se conoce el conjunto de los resultados«posibles.

Por ejemplo, a priori no se sabe qué resultado se obtendra al lanzar un dado,
pero se conoce el conjunto de los posibles resultados.

Tema 1: Probabilidad
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1.4 ESPACIO MUESTRAL.
COMPORTAMIENTO ELEMENTAL

e Llamamos espacio muestral de un experimento aleatorio "E" al
conjunto Q que forman los posibles resultados individuales del
experimento; de cada uno esos posibles resultados. diremos
gue es un comportamiento elemental o un punto muestral.

Q ° ° ®
o o<
[ ]
® e ©o

Comportamiento elemental —

e Se dice que el espacio muestral Q es discreto si el niumero de
comportamientos elementales es infinito numerable (o sea, puede

establecerse una biyeccién entre Q y el conjunto de los nimeros naturales; di-

cho de otro modo: los comportamientos elementales pueden contarse) @, fini-
to.

Por ejemplo, sicndo "E" el experimento aleatorio consistente ¢n obsetvar el
resultado obtenido al lanzar un dado al aire, su espacio muestral £2.es discreto,
y lo forman los seis posibles resultados (comportamientos elementales) del ex-
perimento:

Q={1,2,3,4,5,6}

Por ejemplo, sicndo "E" el experimento aleatorio consistente en obsetvar el
resultado que se obtiene al lanzar dos dados al aire, su espacio muestral €2 es
discreto, y lo forman los 36 posibles resultados (comportamientos elementales)
del experimento:

Q= {(131), (152), (13), - ,(156), (2,1), (232), ., (655), (656)}
Por ejemplo, cs discreto el espacio muestral Q del experimento ‘consistente

en observar el numero de veces que debe lanzarse una moneda hasta obtener
cara, pues {2 estd formando por los numeros naturales.

e Se dice que el espacio muestral es continuo si el nGdmero de
comportamientos elementales es infinito no numerable (o sea, no
es posible contar el nimero de comportamientos elementales).

Por ejemplo, en ¢l experimento consistente en elegir al azar un punto de un
circulo de 2 metros de radio y observar su distancia al centro del ¢irculo; el es-
pacio muestral €2 es continuo, y lo forman los numeros comprendidos entre 0
y 2, que son tantos que ni los japoneses pueden contarlos:

Q={xeR/0<x<2}

Tema 1: Probabilidad
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1.5 SUCESO

Siendo "E" un experimento aleatotio y Q su espacio muestral, [lamaremos
suceso a todo subconjunto del espacio muestral, incluyendo al vacio
& y al propio Q. Del conjunto vacio & se dice suceso imposible; y de Q

se dice SUCESO Seguro.

Si el espacio muestral €2 lo forman "k" comportamientos elementales o puntos
muestrales, el nimero de sucesos es 2X; si el nimero de comportamientos ele-
mentales es infinito (numerable o no), el numero de sucesos es infinito.

Llamaremos suceso elemental a todo suceso formado por un tnicercompor-
tamiento elemental; en otros casos diremos que el suceso es COMpuesto.

Diremos que ocurre el suceso "S" si el resultado
del experimento es alguno de los comporta-
mientos elementales que forman "S".

. . /4
Por ejemplo, sca el experimento de lanzar dos dados al aire, cuyo espacio. mues-

tral Q) esta formado por 36 comportamientos elementales:
Q= {(131), (152), (1;3), . ,(156), (2,1), (232), .-, (635), (636}
e Siendo Sy el suceso de que la suma de los resultados obtenidos sea 7, ocurre

S1 si como resultado del experimento ocurre cualquiera de los siguientesscom-

portamientos elementales: (1;6), (2;5), (3;4),(4;3), (5,2), (6;1). Por eso escri-
bimos S1 = {(1;6), (2;5), (3;4),(433), (5,2), (6;1)}.

e Siendo Sy el suceso de que la suma de los resultados obtenidos séa 11, es claro
que Sp = {(5;6), (6;5)} .

e Siendo S3 el suceso de que la suma de los resultados obtenidos sea 12, es claro
que S3 = {(6;6)}.

e Siendo Sy el suceso de que el producto de los resultados obtenidos sea 12, es
claro que S4 ={(2;6), (3;4), (4;3),(6;2)}.

e Los sucesos S1, Sy y S4 son compuestos, pues estan formados potr.mas.de un

comportamiento elemental; el suceso S3 es elemental, pues esta formado por
un unico comportamiento elemental.
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1.6 OPERACIONES CON SUCESOS

Sean "A" y "B" sucesos de un experimento aleatorio "E" con espacio muestral Q.

Unidn de sucesos

La union de los sucesos "A" y "B" se denota
A UB, y es el suceso de que ocurra "A" u
ocurra "B"; es decir, A UB es el suceso for-
mado por los comportamientos elementales
que pertenecen a "A" oa "B"™

@
[ ]
([ ]
( ]
[ ]

>

AUBZ{CEQ/CEAéCEB}

Interseccidn de sucesos
La interseccion de "A" y "B" se denota

o)
[ ]
[ ]

A NB, yes el suceso de que ocurran a la vez O
"A" y "B"; es decir, ANB es el suceso for-
mado por los comportamientos elementales
que a la vez pertenecen a "A" ya "B":

e

B

ANB={ceQ/ceAyceB}

Si ANB = sedice que "A" y "B" son sucesos incompatibles o disjun-
tos o mutuamente excluyentes: no pueden ocurrir los dos a la vez, si ocu-
tre uno no ocurte el otro. Si ANB #J se dice que "A" y "B'"son'sucesos
compatibles: pueden ocurtir ambos a la vez.

Ay B son compatibles: pueden Ay B son incompatiblés: no
ocurrir ambos a la vez pueden ocurrir ambos a la vez

Por ejemplo, al lanzar un dado, siendo A = {2, 4, 6} el suceso de obtener un
numero par y B = {4, 5, 6} el de obtener un nimero mayor qué 3, entonces
AUB= {2, 4,5, 6} es el suceso de obtener un nimero par o un némero mayor

que 3,y ANB= {4, 6} es el suceso de obtener un nimero par y mayot-que 3.

Propiedades

La unidon y la interseccion sucesos tienen las mismas propieda-
des que la union y la interseccion de conjuntos; para cualesquiera su-
cesos A, By C se verifica que:

* Conmutativa: AUB = BUA ANB= BNA

* Asociativa: (AUB)UC = AUBUC) (ANB)NC =AnBMC)

* [dempotencia: AUA = A ANA =A

* Absorcion: AUANB)=A AN(AUB) = A

* Distributiva: AU(BNC) = (AUB)N(AUC) | ANBUC) = (ANB)U(ANC)
* AVD = JUA = A ANQ=0NnA=A
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Complementario de un suceso

El complementario del suceso "A" se denota A, y es el rQ

suceso de que no ocurra "A", es decir, A={ceQ/cgA} | o N

es el suceso formado por los comportamientos elementales

que no son de "A". Obvio: AUA=Q y ANA=(

también es evidente que si A © B entonces B < A.

Las leyes de Morgan tienen vigencia plena:
AUB=ANB; AnB=AUB

Todo suceso puede expresarse como union de dos sucesos

incompatibles:

VCcQesQ=CuC

B?BinBm@kﬂﬁi®mCﬂMBmQ

de perogrullo propiedad distributiva

siendo incompatibles los sucesos BN C y BN C.

Q
C
BNC es

BN C es
B

B=BnNC)uBNCQC)
Diferencia de sucesos

La diferencia de los sucesos "A" y "B" se B
denota A —B, y es el suceso de que ocurra
"A" y no ocurra "B"; es decir, A—B es el
suceso formado por los comportamientos ele- A
mentales que son de "A" pero no de "B":

A—B:{CEQ/CEAyCEB}
Obvio: A-B=ANB.

Diferencia simétrica de sucesos

La diferencia simeétrica de los sucesos "A" a
y "B" se denota AAB, y es el suceso de que B

ocurra "A" u ocurra "B" pero no ocurra
A NB; o sea, el suceso AAB lo forman los

comportamientos elementales que son de "A" A

o de "B", pero no sonde AN B.
Obvio: AAB=(ANB)U(ANB).
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FONEMATO 1.6.1

Si A, B y C son sucesos correspondientes a un cierto experimento, determinense
las expresiones de los siguientes sucesos:

1) Ocurre sélo A.

2) Ocurren A y B pero no C.
3) Ocutrren los tres.

4) Ocurre al menos uno.

5) Ocurren al menos dos.

6) Ocurre uno y sélo uno.

7) Ocurren dos y solo dos.
8) No ocurre ninguno.

9) No ocurren mas de dos.

SOLUCION
HANBNC
2)ANBNC La regiones rojas corresponden a los
HANBAC Sucesos por los que nos preguntan.
4HAUBUC

5 ANBY)UANCUBNC)

6) ANBNC)UANBNC)UANBNC)
HNANBNCOUANBNC)UANBNC)

8) Es el complementario de "ocurre alguno", o sea: A UBUC
9) Es el complementario de "ocurren los tres", o sea: ANBNC

4) Al menos uno

A

O C

7) Dos y s6lo dos
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5) Al menos dos

A B A @B A B
Q Q C Q C
1) Solo A 2) AyBperonoC 3) Lios tres
A A @B A
Q C Q C 0 C

6) Uno y solo uno

8) Ninguno

9) No mas de dos



FONEMATO 1.6.2

De una baraja de 52 cartas se extrae una carta, siendo A el suceso de extraer un
rey y B el suceso de extraer una copa. Describanse los siguientes sucesos:
HAUB;2)ANB;3)AUB; 4 AUB
5 A-B;6)A-B;7)B-A ;8 (AnBUMNB)
SOLUCION

1) A U B = la carta es rey o es copa.
2) AN B=>1acarta es rey y es copa = la carta es el rey de copas.
3) A UB= la carta es rey o no es copa.

4) Segin Morgan: A UB=A NB = la carta no es el rey de copas.
5) A —B=A NB=> la carta es rey y no es copa.

0) K—E=Kﬁ§=KﬁB:>1acartano es rey y es copa.
7)B—A=BNA=BN A= lacartano es copa y es rey.

8) (A MB)U (A NB)=A = la carta es rey.
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FONEMATO 1.6.3

Demuéstrense las leyes de Morgan.

SOLUCION

Para demostrar que los conjuntos "Pepe" y "Juan"

son el mismo, debes demostrar que todo elemento @?‘5
de "Pepe" es elemento de "Juan", y que todo %7
elemento de "Juan" es elemento de "Pepe".

e Demostremos que A U B = ANB

xe¢ A XEK o
*sixe AUB=x¢AUB={ v =9 v r=>xeANB
XEB c

> |

x¢ A
= y =>x¢AUB=xeAUB

. B X e
*sixeANB= y
X € XEB

v}

e Demostremos que ANB=AU B

> |
> |

xg A Xe -
*sixe ANB=x¢gANB=q 6 =1 6 r=>xeAUB
x¢B eB

X

> |

xg A
= o) =>x¢ANB=>xeANB

o X €
*sixe AUB= o
XE x¢B

B
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1.7 ALGEBRA DE SUCESOS

e Siendo "E" un experimento aleatorio cuyo espacio muestral € lo forman un
nimero finito de puntos muestrales, sea (€2) el conjunto de las partes Q; es

decir, (€2) es el conjunto cuyos elementos son los subconjuntos de €.

G)mo todo subconjunto de Q es h

suceso, el conjunto (€2) viene a ser el

saco donde metemos todos los sucesos
correspondientes al experimento "E"...
en 0(Q) estaindividualizado cada

uno de los sucesos correspondientes al

K experimento aleatorio "E" /

Si en el conjunto @(£2), que es una coleccioén de conjuntos llamados "suce-

sos", definimos el complementatio de un suceso tespecto de € ylaunién y la
interseccion de sucesos, resulta que @(QQ) es un algebra de Boole (llamado

algebra de Boole de los sucesos del experimento "E"), pues satisface las exi-
gencias que ha de cumplir toda coleccion finita de conjuntos para poder apelli-
darse "algebra de Boole", a saber:

1) Si A,B € 9(Q2) sucede que A U B € p(Q)

2) Si A € (Q) sucede que A € p(Q)
Por ejemplo, cn cl experimento "E" de elegir al azar un nimero natural no
superior a 3, es claro que 2= {1, 2, 3}, siendo

P ={A/Aca}={{1}, {2}.3}. {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, Q;2}
En tal caso, el dlgebra de Boole de los sucesos del experimento "E" es el ente

que forman (Q) y las operaciones unién de sucesos, interseccion de sucesos

y complementario de un suceso respecto de €.

e Si el espacio muestral Q del experimento "E" tiene infinitos elementos; el con-
junto (€2) también tiene infinitos elementos. En tal caso, una vez definidas

la unidn, la interseccion y el complementario, resulta que @(Q) es un o—al-

gebra de Boole (llamado o —algebra de Boole de los sucesos/de "E"), pues
satisface las exigencias que debe cumplir toda coleccién infinita'de conjuntos
para poder apellidarse ¢ —algebra de Boole, a saber:

o0

DSiA, Ay, Ap, e €0(Q), sucede que | A €0(Q)
i=1
2) Si A € p(Q), sucede que A € p(Q)

En examen no importa lo que sabes,
importa lo que parece que sabes.
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1.8 LA "PROBABILIDAD" EN EL DICCIONARIO

Como la palabra probabilidad seri la estrella de todo lo que sigue, conviene
empezar leyendo en el diccionario de la Real Academia:

Probabilidad: (del lat. Probabilitas, -atis) Verosimilitud o fundada apariencia de
verdad H Calidad de probable, que puede suceder.

Probable: (del lat. Probabilis) Verosimil o que se funda en razén prudente
H Que se puede probar H Dicese de aquello que hay buenas razofies para creer
que se verificara o sucedera.

Verosimil: Que tiene apariencia de verdadero H Creible por no ofrecer caracter

alguno de falsedad.
Verosimilitud: Cualidad de verosimil.

cCoémo de escasa?\
...... dile a tu cora-
sonsito que 'se
exprese mediante
un numero, lque
asi me haré una
idea mas clara /

Mi corasonsito me di-
ce que la probabili-
dad de que me case

contigo es escasa

Las proporciones en el reparto
de una tarta

Si de una tarta de 800 unidades de masa te comes 160 unidades de masa, lo tinico
que a la Estadistica le interesa es la proporcion de tarta que ingieres, que
se obtiene dividiendo el niUmero que expresa la masa ingerida
entre el niUmero que expresa la masa total:

masa ingerida _160 _ 15
masa total de la tarta 800

Proporcién ingerida =

ifTodo es menos petardo si la %
tarta tiene masa unidad!

Si en las fiestas de cumpleafios fueras el encargado de calcular la proporcion de
tarta que ingiere cada invitado, estarfas encantado de que la masa de TODAS las
tartas de cumpleafios fuese la unidad, pues asi, por ejemplo, para una petsona que
ingiere 0'13 unidades de masa, resulta ser:

masa ingerida

0'13 _
masa total de la tarta 1 | 0D
lo que es estupendo, pues €l nUmero que expresa la masa ingerida
también expresa la proporcién de masa ingerida... y ti no tienes que
pasarte toda la fiesta haciendo divisiones como un gilipollas para saber la propor-
cién de tarta que ingiere cada uno, como sucede si la masa total de la tarta no es
la unidad.
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1.9 LA PROBABILIDAD PARA KOLMOGOROV

Siendo "E" es un experimento aleatorio y €2 su espacio muestral (recuerda que
todo subconjunto de €2 es un suceso), sea (£2) el conjunto de las partes de Q2

y A el algebra de Boole (o 6—algebra de Boole) de los sucesos de "E". o

G regalo el algebra de Boole dem

sucesos de "E" ... que es el conjun-
to () donde estan individuali-

zados los sucesos de "E"| tras

haber definido en () la unién

y la interseccién de sucesos y el

Kcomplementario de un suceso/

Si "P" es una ley que a cada suceso S €A le asocia un nimero real que denota-

mos P(S), se dice que "P" es una medida de probabilidad si:

a) VS e/ es P(S) = 0.

b) P(Q)=1 (recuerda que € es el "suceso seguro")

©) Si 51,82, ...,8, ... son sucesos incompatibles dos a dos (S; NS =D sii#j),
sucede que P(S{ US, U...US, U..... )=P(S)+PSo)+ ... +P(S,) + e

Si "P" es una medida de probabilidad, de la terna (Q, ZE, P) se dice espacio
probabilistico... y siendo "S" un suceso, del numero real P(S) qué "P" asocia a
"S" se dice que es la probabilidad del suceso "S".

Una vez definida la medida de probabilidad "P", cabe imaginar que el espacio
muestral €2 se transforma en una tarta de masa unidad y que cada trozo "S"
de la tarta es un suceso. Asi, la razén entre la masa de "S" y la masa de Q ex-
presa la proporcion de masa que hay en "S" si se toma la masa de ) como
universo referencia; de dicha proporcion se dice probabilidad del suceso

"S"... y como la masa de Q es la unidad, resulta ser: 2;

p(sy— masadeS _masadeS_ . 4.9
®) masa de € 1
O sea, una maravilla: el nimero que expresa la masa de "S" gambién ex-

presa la proporcion entre la masa de "'S" y la de Q.

Propiedades:
1) P(S)=1-"P(S). En efecto, si SUS =Q, es:
P(SUS) =P(Q) ? P(S)+PES)=1= PS)=1-P(S)

P(Q)=1, y como S y S son disjuntos es P(SU S) = P(S) + P(S)

2) La probabilidad del suceso imposible & es 0, pues como & =Q, segin la
propiedad antetior, es P(J)=1-P(Q)=1-1=0.
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3) Si A =B, es P(A) < P(B). En efecto:
Bz(BmA)u(BmK)KAu(BmK):
IAcCB=>BNA=A|
:>P(B)=P(Au(BmK))iP(A)+P(BmK):>

pues los sucesos A y BMA son incompatibles

= P(A)=P(B)-P(BN A) < P(B)

pues PBMNA)>0

Obvio: para todo suceso "A" es P(A) <1, pues Ac Qy P(Q)=1
4)Si AcCBes PB— A)=P®B)-P(A). En efecto:
ACB:>B:Au(BmK):P(B):P(A)+P(BmK)?

para cualquier par de sucesos AyBesB—A=BNA
=PB)=PA)+PB-A)=PB-A)=PB)-PA)

5) Probabilidad de la unién de dos sucesos
Para calcular la probabilidad del suceso A UB expresamos A B como
unién de tres sucesos incompatibles: A U B = (A N B)U (A nB)W.(A A B)

Q p—
B ANB es ‘
ANB es
A ANB es 4

Por tanto:
P(AUB)=P((ANB)UANB)UANB))=
KP(A NB)+P(ANB)+P(ANB)=

pues los sucesos (A N B), (A N B) y (A N B) son incompatibles
=(P(A) —P(A NB))+ P(A N B)+(P(B)—P(ANB)) =
i P(A)+P(B)—-P(A N B)

P(A " B)=P(A)-P(ANB); P(A " B)=P(B)-P(ANB)

e Probabilidad de launién de tres sucesos
P(AUBUC)=P((AUB)UC)=P(AUB)+P(C)-P((AUB)NC)=
=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)—P(ANC)-PBNC)+P(ANBNC)

pues ( AUB)NC=(ANC)UBNC), y asi:

P(AUB)NC)=P((ANC)UBNC)) =
=P(ANC)+PBNC)-P(ANBNCQC)
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6) Es P(A UB) = P(A) + P(B) — P(A N B) f P(A) + P(B)

pues sucede que P(AMB) =0

7) La probabilidad de un suceso es la suma de las probabilidades
de los sucesos elementales que lo forman, pues si S1,S2,...,S, son

sucesos elementales y A =S1 U Sy U ... US§,,, entonces: %ﬁ
P(A)=PE1USu...US,) iP(SQ +P(S2)+ ... + P(Sq)

pues los sucesos elementales son incompatibles dos a dos

Por tanto, conociendo las probabilidades de los sucesos elementalesspuede cal-
cularse la probabilidad de cualquier suceso.

5\

)@

@q

@

iQué asco de letra, ést@ deberia ir a
caligrafia de parvulos... y ahora YO
tengo que joderme e intentar enten-
der lo que escribe est@ gilipollas...

ya me ha puesto de mala lech
a la minima 1@ suspendo!

Si tu letra es desastrosa,
cuando los profesores
lean tus examenes,
les caeras mal.
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FONEMATO 1.9.1

Sean A y B sucesos tales que P(A)=1/2, P(B)=5/8 y P(A UB)=3/4.
Calctlense P(A N B), P(A N B), P(A UB) y P(A N B).

SOLUCION VENTANA
e Siendo P(A UB)=P(A)+P(B)—-P(ANB), es:
1,3 3_1
P(ANB)=PA)+PB) - P(AUB)$2 s 1°3
P(A)=1/2 ; PLAUB)=3/4 ; PB)=1-P(B)=1—(5/8)=3/8
AAB =PAUB)=1- —1-3-1
o P(AﬁB)$P(AUB)—1 P(AUB)=1 1=

segin Morgan, es ANB=AUB

c>o|>—A A

Pmum+HAmm—%Pmmm—l

OOI\]

segin Morgan, es AUB=ANBe

11
° P(AﬁB)$P(B) P(ANB)= 8 s =1 v
KﬁBEpartedeBquenoesdeA:P(AﬂB)ZP(B)—P(AﬁB)

Es seguro que en tu examen de Estadistica deberas calcularla proba-
bilidad de algtin suceso relacionado con un experimento aleatorio "E":
Si "A" es el primer suceso cuya probabilidad calculas y obtiefies que

P(A) = p, quedaras como LOF€r0 de tronio sirematas di

ciendo que eso significa que la frecuencia relativa del suceso
"A" converge en probabilidad a "p"; es decir, sin mas que

repetir el experimento "E" un namero suficientemente
grande de veces, la frecuencia relativa del suceso ®A" se

aproxima a "p" tanto como se quiera... y no seas pesadito y

aburras a tu profe: si en examen te pide la probablhdad de 15 sucesos,
no debes escribir 15 veces el mismo cofiazo de la " convergenaa

en probabilidad", basta con una vez.

Menos mal que eliexa-
men es escrito... sifuese
oral me meatria de risa al
soltar lo de la conyergen-

cia en probabilidad
En examen no importa lo
gue sabes... importalo
que gue sabes.
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FONEMATO 1.9.2

El 6 % de las piezas fabricadas por una maquina tiene el defecto A, el 4 % tiene
el defecto B y el 2 % tiene ambos defectos. Calcilese:

1) El porcentaje de piezas sin defecto.

2) El porcentaje de piezas con un defecto al menos.

3) El porcentaje de piezas con un unico defecto.

4) El porcentaje de piezas que tnicamente tienen el defecto B.

SOLUCION
Siendo "A" el suceso de que una pieza tenga el defecto "A", es P(A) = 0'06.

Siendo "B" el suceso de que una pieza tenga el defecto "B", es P(B) = 0'04.

Nos dicen que P(A M B) = 0'02.

Asf las cosas no hay que ser un lince para en un periquete hacer el siguiente es-
quema.

Q J—
B ANB es

@ ANB es
ANB es

1) Una pieza carece de defectos sélo si ocurre el suceso A M B, siendo:

A

segiin Morgan, es ANB=AUB |«— VENTANA

. I /
P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB) 11—0'08 =0'92
P(A UB)=DP(A)+P(B)—P(ANB)=0'06+0'04—0'02 = 0'08

2) Una pieza tiene al menos un defecto sélo si ocurre el suceso AU B, y ya sa-
bemos que P(A U B) =0'08.

3) Una pieza tiene un tnico defecto solo si ocurre el suceso (A M E) U (K M B):

< —¥» | pues los sucesos A U By A N B son incompatibles

P((ANB)uU (KmB))! P(A N B)+P(A N B) 20'04 +0'02'=0'06

P(ANB)=P(A)—P(ANB)=0'06—0'02=0'04

Z
<
|_
Z
=

P(ANB)=PB)-P(ANB)=0'04-0'02=0'02

—

Latiguillo de remate: la frecuencia relativa del suceso (A N B) W(AQ B)

converge en probabilidad a 0'06; es decit, sin mas que repetit el expeti-
mento un numero suficientemente grande de veces, la frecuencia relativa
de dicho suceso se aproxima a 0'06 tanto como quetamos.

4) Una pieza tiene unicamente el defecto B sélo si ocurre el suceso AN B,y ya
sabemos que P(A N B) = 0'02.

Tema 1: Probabilidad

© Rafael Cabrejas Hernansanz



FONEMATO 1.9.3

Considera un dado de seis caras trucado de modo que la probabilidad de obtener
un nimero par es "a" y la de obtener un nimero impar es "b".
1) Calculense "a" y "b" sabiendo que la probabilidad del suceso A de obtener un

ndmero mayor o igual que 4 al lanzar el dado es 5/12.

2) Calculese la probabilidad de que al lanzar el dado sea no infetiora 13 el
numero obtenido al sumar 3 al doble del resultado del lanzamiento.

3) Calculese la probabilidad de que al lanzar el dado sea no superior a 5 el
numero obtenido al restar 4 al triple del resultado del lanzamiento.

SOLUCION

El espacio muestral 2 del experimento lo forman los seis posibles resultados

(sucesos elementales) que se pueden obtener: Q = {1,2,3,4,5,6}.

Para hallar las dos incognitas "a" y "b" debemos imponer dos condiciones:
a) Exigimos que la probabilidad del suceso seguro € sea la unidad:

PQ)=1=P1)+P2)+P3)+P4)+P5)+P6)=1=
—>a+b+a+b+ta+b=1=3a+3b=1 (I

b) Exigimos que la probabilidad del suceso A sea 5/12: ocutrre A sélossival lanzar
el dado se obtiene un 4 un 5 o un 6, y siendo incompatibles estos sucesos ele-
mentales, es:

P(A)=P#4)+P5)+P(6)=5/12=b+a+b (1)

e La solucién del sistema que forman (I) y (II) es a=1/4,b=1/12.

2) Si B es el suceso de que al lanzar el dado sea no inferior a 13 el numero
obtenido al sumar 3 al doble del resultado del lanzamiento, entonges:

Bi {5,6}

VENTANA

Denotando "x" al resultado que se obtiene tras el lanzamiento del
dado, sucede B sélo si 3+ 2.x 213 = x > 5; 0 sea, sucede B si al

lanzar el dado se obtiene un 5 o un 6.

Como la probabilidad de un suceso es la suma de las probabilidades de los
sucesos elementales que lo forman, resulta ser:

P(B)zP(5)+P(6):%+%:%

3) Siendo C el suceso de que al lanzar el dado sea no superior a 5 el numero
obtenido al restar 4 al triple del resultado del lanzamiento, es:

Cc=1{1,2,3}
A VENTANA
Denotando "x" al resultado que se obtiene tras el lanzamiento del
dado, sucede C sélo si 3.x —4 < 5= x < 3; o sea, sucede C sial

lanzar el dado se obtiene un 1, un 2 o un 3.

Como la probabilidad de un suceso es la suma de las probabilidades de los
sucesos elementales que lo forman, resulta ser:

P(C) = P(1)+ P(2)+ P(3) = + 15+
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FONEMATO 1.9.4
Pruébese que P(A UB) >1-P(A)—P(B).
SOLUCION

P(A UB) =P(A) + P(B) - P(A N\ B) :

es P(A)=1-P(A) y P(B) =1-P(B)

=1-P(A)+1-P(B)-P(ANB) =
=1—P(K)—P<E)+(1—P(AmB))il—P(K)—P(E)

pues 1 -P(ANB)=0

/Acostl'lmbrate a usar ventanas,
pues facilitan mucho la lectura de
lo escrito, por lo que el profesor que .
corrija tu examen te lo agradecera -
_ con su carifio y simpatia

Pedrusco "K" = Pedrusco '"T"
VENTANA *

Razonamientos o calculos que permiten
pasar de un lado a otro del "=" o de "=!"

v
Pedrusco "K" — Pedrusco '"T'

Tema 1: Probabilidad
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1.10 DEFINICION FRECUENTISTA
DE "PROBABILIDAD"

Si "S" es un suceso de un experimento aleatorio "E" y el experimento se repite

"N" veces, entonces, si el suceso "S" ocurre "n'" veces, del numero natural "n" se

dice frecuencia absoluta del suceso "S".

Del nimero no negativo n/N se dice frecuencia relativa del suceso "S", y se
denota £(S).

La probabilidad del suceso "S" es el nimero al que tiende la frectiencia relativa
de "S" cuando el nimero "N" de veces que se realiza el experimento"E" tiende a
infinito:

P©S)= lim f(S)= lim X
N— o N—> o N

Por ejemplo: si en la rifa de un jamoén tienes 30 de las 100 papeletas del sorteo,
siendo "S" el suceso de que te toque el jamon, al decir que P(S) = 0'3 se quiere
decir que, sin mas que repetir el sorteo un nimero suficientemente grande de ve-
ces, el numero ‘ £(S) - 0'3‘ llega a ser tan proximo a 0 como se quieras

Tema 1: Probabilidad
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1.11 LA "PROBABILIDAD" PARA LAPLACE

La de Laplace es la mas popular de las definiciones de probabilidad, pero sOl0
tiene validez si el espacio muestral esta formado por un nimero
finito de sucesos elementales equiprobables.

e Si Q={S1,S,,....Sk} v P(S1) = P(Sp) = ... = P(S)) = a, entonces:

P =1=PE1)+PS)+...+PSy)=1=>ka=1=a=1/k
Si el suceso "S" lo forman los "m" sucesos elementales S1,S7, ... ,S,, es:

PES)=PE1US U...USy) iP(SQ +PSo)+ ... + P(Sp) = mu(l/k)

pues los sucesos elementales S1,S5, ... ,S,, son incompatibles

O sca:

P(S) = m _ numero de casos favorables al suceso S
k numero de casos posibles en €2

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.11.1

Calculese la probabilidad de que al lanzar un dado de seis caras se obtenga un
namero par si el dado esta equilibrado, si el dado esta trucado de modo que los
numeros pares se obtienen el doble de veces que los impares, y si el dado esta
trucado de modo que los nimeros pares se obtienen el triple de veces que los
impares.

SOLUCION

El espacio muestral Q del experimento estda formado por los seis posibles resul-

tados (sucesos elementales) que pueden obtenerse: Q = {1,2,3,4,5,6}

1) Si el dado esta equilibrado los seis sucesos elementales son equiprobables; asi,
siendo A ={2,4,6} el suceso de obtener un niimero par, segin Laplace, es:

P(A) = numero de casos favorables al suceso A _ 3 £1
numero de casos posibles en €2 6. 2

¢Siempre es tan facil
"contar" el numero de
casos favorables y el
de casos posibles?

’ ‘— " No, a veces hay que usar la
teorfa cOmMbinatoria...

ya la estudiaremos en
su momento

2) Como los sucesos elementales no son equiprobables'si el dado es-
ta trucado, NO es licito recurrir a Laplace.

Silos nimeros pares se obtienen el doble de veces que los impares, es:
P(1)=P(3)=P(5)=a ; P2)=P(4)=P(6)=2.a
Al exigir que la probabilidad del suceso seguro €2 sea 1 resulta a =1/9:
P(QQ)=1=P1)+P2)+P3)+P(4)+P5)+P06)=1=
—=a+2at+at+2a+a+2a=1=9a=1=a=1/9

Asi, siendo A ={2,4,6} el suceso de obtener un niimero par, es:

P(A):P(2u4u6)iP(2)+P(4)+P(6):%+%+%:%

pues los sucesos elementales 2, 4 y 6 son incompatibles

3) Si los nimeros pares se obtienen el triple de veces que los impares,.es:
P(1)=P3)=P(5)=>b ; P(2)=P4)=P(6)=3.b
Al exigir que la probabilidad del suceso seguro €2 sea 1 resulta b=1/12:
PQ)=1=P1)+P2)+PB3)+P4)+P5)+P6) =1=
=b+3b+b+3b+b+3b=1=12b=1=b=1/12
Asi, siendo A ={2,4,6} el suceso de obtener un nimero pat, es:
3,33
12712 4
pues los sucesos elementales 2, 4 y 6 son incompatibles

Tema 1: Probabilidad
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1.12 PROBABILIDAD CONDICIONADA

Recuerda: cabe imaginar que el espacio muestral Q de un

experimento aleatorio es una tarta de masa unidad y que cada
trozo "S" de la tarta es un suceso. Asi, la razén entre la masa de
"S"yla de Q expresa la proporcion de masa que hay en "S" si

se toma como universo referencial la masa de €2; de dicha propercién se dice

que es la probabilidad de "S" .... y como la masa de Q es la unidad, resulta que:
PS:masadeS:masadeS: de S
) masa de QQ 1 rhasa de
/ A mi me tocan 0'28 ’ Eres un miserable y\
unidades de la tarta de “ que no me quieres tan-

masa unidad ... y como
te quiero mucho, voy
a compartir contigo
\ 0'07 unidades

to, porque la propor-
cion de tu masa que
compartes conmigo es

0'07/0'28 =10'25 /

Siendo Q el espacio muestral de un experimento aleatorio y "A"™ 'y "B" dos
sucesos tales que P(A)>0yP(B)>0, consideremos que como resultado del

experimento ha ocurrido el suceso "A"; es decir, se sabe que el resultado del
experimento ha sido uno de los sucesos elementales que forman "A".

Cuando habiendo ocurrido el suceso "A'" ocurre también el suceso-""B"-se dice
que ha ocurrido el suceso B condicionado por A, que se denota B/A .

La probabilidad del suceso B/A se define ast:

P(A) ? masa de A E l ;;
Q o e

Si ha

ocurrido A

o=

B

Si ha ocurrido el suceso "A", el espacio muestral queda reducidosa los sucesos
elementales que forman "A"; es decir, "A" es el nuevo universo teferencial,
y la masa que hay en él es P(A). Habiendo ocurrido el suceso "A", ocutrira

el suceso B/A si el resultado del experimento es alguno de losisucesos
elementales que forman B M A ; asi, la probabilidad del suceso B/A es
la proporcién entre la masa del suceso BM Ay la masa del suceso "A".

Observa: la probabilidad condicionada P(e / A) cumple las exigencias del se-

for Kolmogorov:
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PS N A)

1) VS ek es PS/A) = >0, pues P(SM A)>0y P(A)>0

P(A)
PQNA) PA
2) PN = (P(A) '~ PEAi -
3)S154,S9,...,8,4, ... son incompatibles dos a dos (S§; M Sj =Jsii#]), es:

P((S{US,U ... US U ..)/A)=P(S1/A)+PSy/A) + ... + P(Sy/A) + ...

En efecto, segtin la definiciéon de probabilidad condicionada:

P((S1USz U...US, U.LYAA)
P((S1 USy U ... US, U..L)/A) = PA) =
la interseccién es distributiva respecto de la unién

v P((S1 N A)U S NA)U ..U Sy NA)U ..

P(A)
_PSINA)+PS,NA)+ .+ PSSy NA)+ L
- P(A) }
S1§¢,S5,...,S,, ... son incompatibles dos a dos, también son incompa -

tibles dos a dos los sucesos (§1 N A), (Sp N A),...,(Sy NA),...; asi,
la probabilidad de su unién es la suma de sus respectivas probabilidades
_ P(§1 mA) N P(Sp mA) - P(Sy mA)
P(A) P(A) P(A)
i PS1/A)+PSo/A)+ ... +PS/A) + ...

PSK N A)
P(A)

pues

=P(Sk/A), Vk=12,...

Propiedades

1) Regla de la multiplicacion: siendo %,
P(BA A) P(A N B) %ﬁ
PB/A)=———%; PA/B)= ————*
B ="p@) D=5

al tener en cuenta que P(A M B) =P(B N A), resulta evidente la que se llama
regla de la multiplicacion:

P(A).P(B/A

P(AmB)z{ (A).P(B/A)

P(B).P(A/B)
que Nos permitira calcular la probabilidad de un suceso que es
una cadena de intersecciones.

e Paratres sucesos A,ByC,es:
PAANBNC)=P(ANB)NC)=

= P(A N B).P(C/A NB) i P(A).P(B/A).P(C/A N B)
P(A NB)=P(A).P(B/A)
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e Para'"n" sucesos Si,S,,....,S,, es:

PS1 NSy Mm...nSy) =
= P(S1).P(82/S1).P(82/S1 N Sy)..... P(Sn/81 NSy M ...NSH—1)

2) Es P(B/A)=1-P(B/A). En efecto:
1=P(Q/A) ? P((BUB)/A) : P(B/A)+P®B/A)= PB/A)=1-P(B/A)

Q=BUB pues By Bson incompatibles

3) BEs P(B/A)=P((BN C)/A)+P((BNC)/A). En efecto:

P(B/A) 3 P((BNC)u BN C))/A) 3 P(BNC)/A)+P(BaC)/A)

B=BNC)UBNC)||pues (BN C)y BN C) son incompatibles

4) Es P((BU C)/A) =P(B/A)+ P(C/A)—P((BNC)/A).

En efecto:

seguin la definicion de probabilidad condicionada

iP BUONA P(BNAYU(CNA

"M" es distributiva respecto de "U"

sabemos que P(Pepe U Juan) = P(Pepe) + P(Juan) — P(Pepe M Juan)

_PBNA)+P(CNA)-P(BNA)N(CNA))
- P(A)
_PBNA)+P(CNA)-PBNCNA)
B P(A) B
_PBNA) PCNA) P(BNC)NA))
TTRQA) T OPA) P
=P(B/A)+P(C/A)—P((BNC)/A)

5)Si Bc C es P(B/A) < P(C/A). En efecto:

PBNA) _PCNA)
P(A) a P(A)

i BCcC=BNAcCcCNnA=PBNA)<P(CNA)

P(B/A) =

= P(C/A)

No entiendes realmente algo si no eres
capaz de explicarselo a tu abuel@.

Tema 1: Probabilidad

© Rafael Cabrejas Hernansanz



FONEMATO 1.12.1
Sean A y B sucesos de un cierto experimento aleatorio tales que:

P(A)=1/2 ; P(B)=1/3 ; P(ANB)=1/4

Calctlense P(A/B), P(B/A), P(A UB), P(A/B) y P(B/A).

SOLUCION
P(ANB) 1/4

" b PIA/B) = (P(}; ):1%:%

, _PBNA) 14 1
e Fs: P(B/A) = Py " 122
e Es: P(AUB):P(A)+P(B)—P(A(\B):%+%—%:%

. — = P(ANB) P(AUB) 1-P(AUB) 1-(7/12) 5
e Hs: P(A/B)_ P(E) - 1—P(B) = 1—P(B> = 1_<1/3) _g
. Fo P(]—S/K):P(BmA):P(BuA)_1—P(BUA)_1—(7/12)_§

P(A) 1-P(A)  1-P(A)  1-(1/2)""6

Latiguillo de remate: la frecuencia relativa del suceso B/ A CORverge en
probabilidad a 5/6; es decir, sin mas que repetir el experimento un
numero suficientemente grande de veces, la frecuencia relativa
de dicho suceso se aproxima a 5/6 tanto como queramos.

A los exdmenes, sean de Estadistica, de Fisica, 0
de lo que sea, debes llegar con una CESTA LLENA DE
LATIGUILLOS, para sembrarlos por doquier entre los-cél-
culos que hagas y asi lograr que me quite el sombrero y
se me caigan los pantalones al corrgir tu examen.
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FONEMATO 1.12.2
Sean A y B sucesos de un cierto experimento aleatorio. Se sabe que:
P(A)=1/3; PB)=1/5; P(A/B)+P(B/A)=2/3
Calculense P(K U E) y P(K N E)
SOLUCION
AR AN ~R 1
e Es: PAUB)=P(ANB)=1-PANB)=1-—
AT TR T veRTANA _
_2__PANB) PBNA) 2
P(A/B)+P(B/A) = 3= P(B) + DAY 3 ?
P(A)=1/3y P(B)=1/5
P(ANB) PBNA) 2 2 T
= 75 T /3 —3?8.P(AGB)—3:P(AGB)—12
P(ANB)=PBNA)

e Ls: P(AﬁB)—_P(AUB)—_l—P(AUB)—_
1 1 1 |11
—1_ _ + =1-2 -2 4 1 22

P(A)=1/3; P(B)=1/5; P(ANB)=1/12

Latiguillo de remate: la frecuencia relativa del suceso A M B '€onverge
en probabilidad a 11/20; es decir, sin mas que repetir el expetimento
bastantes veces, la frecuencia relativa de dicho suceso se aproxima
a 11/20 tanto como queramos.

Al corregir un examen me encanta que
se me caigan los pantalones y verme
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FONEMATO 1.12.3

En un multicine funcionan dos salas A1y Ap. Siendo S; el suceso de que en

una sesion determinada la i-ésima sala (i=1,2) se llene antes de empezar la
proyeccion, se sabe que P(S1) =0"'7,P(S2)=0'5y P(§; NSy) = 0'45. Calculese
la probabilidad de que antes de empezar la proyeccion:

1) Se llene al menos una sala.

2) Se llene la sala A1 peronola Aj.

3) Ninguna de las dos salas se llene.

4) Al menos una de las dos salas no se llene.

5) Se llene Ay supuesto que se ha llenado ya A1, ¢coincide con P(S2)?

SOLUCION
1) Se llena al menos una sala si ocurre el suceso S; U Sy:

P(S1US2)=P(S1)+PS2)—P(S1NS2)=0'"7+0'5-0'45=0"75

2) Se llena la sala Aq pero no la Ay si ocurre el suceso Sy M S2:

P(S1 NS2)=P(S1)—P(S1 NS2)=0'7-0"45

S
Q

6) Ninguna de las dos salas se llena si ocurre el suceso §1 M §2 :
PS1 NS2)=PS1USy)=1-PS; USy)=1-0'75
leyes de Morgan

7) Al menos una de las dos salas no se llena si ocurre el suceso S| U S
P(S1US2)=PE1NSy)=1-P(S; nSy)=1-0"45
leyes de Morgan

5) Debemos calcular la probabilidad del suceso S /S1:

CP(SpNSy) 045
P(SZ/S1)$ by o T Ue42#Ps2)

segun la definicién de probabilidad condicionada

\‘Q' - \
QNS

iEres un lince!...
en tal caso'se

dice que S1 v Sy
son Indepen-
dientes
/

Seguro que hay un nombre
especial para el caso en que

P(S,MS1)=P(S2).P($1)
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FONEMATO 1.12.4

En el experimento de lanzar un dado de seis caras al aire y observar el resultado,

sean los sucesos A ={3,456} y B={24}.

Calculese la probabilidad de que ocurra B st se sabe que ha ocurrido A.

SOLUCION

El espacio muestral del experimento es Q = {1,2,3,.4,5,6}.

={3,456} yB={24},es ANnB=BN A ={4}.
Los resultados que pueden obtenerse al lanzar el dado son equiprobables; por
tanto, segin Laplace, es:

P(A) = numero de casos favorables al suceso A _ 4 _ 2
numero de casos posibles en €2 6 3
P(B) = numero de casos favorables al suceso B _ 2 _(1
numero de casos posibles en €2 6 3
P(A A B) = Aumeto de casos favorables al suceso ANB _ 1
( )= numero de casos posibles en €2 0

Si como resultado del experimento ha ocurrido el suceso A, el espacio muestral
queda reducido a dicho suceso, que es el nuevo universo referencialz; asi, es:

_P(BmA)zmasadeBﬁA_lm_l
P(B/A)§ P(A) =~ masade A  2/3 4

A A
Si ha 4e
ocurrido A BM A
B

Si al realizar el experimento ha ocurrido el suceso A, la probabilidad del suceso
B/A eslaproporcion entre la probabilidad (masa) del suceso™B A
y la probabilidad (masa) del suceso A, que es el nuevo universo referencial.

En examen debes
dejar escrito todo
lo relevante
que pase por
tu cerebro
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FONEMATO 1.12.5

Se lanza un dado de seis caras trucado de modo que los nimeros pares se obtie-

nen la mitad de veces que los impares.
1) Calculese la probabilidad de obtener un nimero mayor que 3 si se sabe que se

ha obtenido un nimero par.
2) Calculese la probabilidad de obtener un nimero par si se sabe que seha ob-

tenido un numero mayor que 3.

SOLUCION

Silos numeros pares se obtienen la mitad de veces que los impares, es:
P1)=P3)=P(5)=2a ; P(2)=P(4)=P(6)=2a/2
Al exigir que la probabilidad del suceso seguto € sea 1 resulta a = 2/9:
P(Q)=1= P(1)+P(2)+P3)+P4)+P(5)+P(6)=1=
:>a+%+a+%+a+%=1:>%.a=1:>a=%
Siendo A ={2,4,6} el suceso de obtener un nimero par y B = {4,5,6} el suceso

de obtener un nimero mayor que 3, es:

_PBNA) masadeBnA _2/9_ 2 VENTANA
P(B/A) = P(A) ~  masadeA }1/3 3
P(A)=P(2u4u6)=P(2)+P(4)+P(6)=% % %_%
BN A ={4,6'= PBN A)=P@U 6) = P@4) + P(6) = % %:%
_PANB) _masade AnB _2/9 |1
P(A/B) = P(B) " masadeB ;4/9_2
P(B) = P(4 U5U 6) = P(4) + P(5) + P(6) = 5 % % %

Latiguillo de remate: la frecuencia relativa del suceso A/B converge en
probabilidad a 1/2; es decir, sin mas que repetir el experimento un
numero suficientemente grande de veces, la frecuencia relativa
de dicho suceso se aproxima a 1/2 tanto como queramas.

El uso de "ventanas", asunto esencial

Debes aprender a usar ventanas, porque como facilitan mucho ia lec-
tura de lo escrito, tu profe te lo agradecera con su carifio y simpatia.

Pedrusco "A" = Pedrusco "B" *
| /.

A

En esta ventana escribimos los razonamientos o los calculos que permiten
pasar de un lado al otro del signo de igualdad o de la flecha de implicacion.

Pedrusco "A"= Pedrusco "B";Pedrusco "C"= Pedrusco "D"
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FONEMATO 1.12.6

Se dispone de tres palillos, uno de los cuales es corto.

Tres personas A, B y C seleccionan en ese orden un palillo, y pierde el que saque
el palillo corto. Determinese la probabilidad de perder que tiene cada jugador.

SOLUCION

Sea Cj el suceso de que el i-ésimo palillo elegido (i =1,2,3) sea el corto.

e Pierde A si el primer palillo es el corto, es decir, si ocurre el suceso Cq; asi:
P(pierde A) =P(Cy) =1/3.

e Pierde B si el segundo palillo es el corto, es decir, si ocurre C1 N Co; ast:

P(pierde B) = P(C1 N Cy) ;P(Q).P(Cz /C1)=1/3

P(C1)=2/3: inicialmente 2 de los 3 palillos no son cottos
P(Cy/ 61) =1/2: si ocurre Cq quedan 2 palillos de los que 1 es'corto

e DPierde C si el tercer palillo es el corto, es decir, si ocurre C1 N C2 N Cy; ast:

P(pierde C)=P(C1 " C2 N C3) ; P(C1).P(C2/C1).P(C3/C1 M C2)=1/3

P(C1)=2/3
P((_:z /61) =1/2: si ocurre Cq quedan 2 palillos, de los que 110 es'corto
P(C3/E1 e Ez) =1: si ocurre C1 N C2 sélo queda el palillo cotto
] A
Very important note VENTANA

Como sucederd en muchos ejercicios, estamos ante un experimento alea-

torio por etapas (en nuestro caso hay tres etapas: en la primera ‘elige palillo el
jugador A, en la segunda elige B y en la tercera elige C), que puede Vvisua-
lizarse mediante un esquema en forma de arbol:

Elige A Elige B Elige C

v [
EXPERIMENTO 4|: l Co
Co

Cs

En el siguiente esquema se indican las probabilidades correspondientes a cada
etapa:

P(Cy)=1/3

1 P(C,/C1)=1/2

@ Cz

P(C1) ='2/3 : c
P(C2/C1)=1/2 P(C3/C1 nC2)=1
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FONEMATO 1.12.7

De una urna con 9 bolas rojas y 5 negras se extraen sucesivamente y sin reposi-
cion tres bolas. Calctlese la probabilidad de que las dos primeras sean negras y la
tercera sea roja.

SOLUCION

Sea Rj el suceso de que la i-ésima bola que se extrae (i=1,2,3) sea rojay Nj el

suceso de que dicha bola sea negra. El suceso de que las dos primeras bolas sean
negras y la tercera sea roja es el Ny M N2 M R3, siendo:

P(Ni N2 M R3) 3 PON1).P(N2/Np). PR3 /Ny ANo) = e

1312

*

segun la regla de la multiplicacion

e P(Ny)=5/14, pues inicialmente hay 14 bolas de las que 5 son negras

e P(N,/Ny)=4/13, pues siendo negra la primera, entre las 13 bolas
que quedan hay 4 negras VENTANA

e P(R3/Ny N N,)=9/12, pues siendo negras las dos primeras, entre
las 12 bolas que quedan hay 9 rojas

El siguiente esquema en forma de arbol visualiza las tres etapas del experi-
mento. La regla de la multiplicacion permite calcular fa®proba-
bilidad de cada uno de los ocho posibles resultados.

— R3 = ocurre R1 "Ry NMR3
- {RZ _—N3 = ocurre R{ "Ry M N3
No I R3 = ocurre R1 "Ny M Rj3
— N3 = ocurre R1 "N N N3
@ R, T R3 = ocurre Ny MRy N R3
— N3 = ocurre Nt "Ry N N3
— N o, [ Rs = ocurre Ny ANz (RS =
5 —

— N3 = ocurre Ny M Ny N N3

Se nos pide la probabilidad del suceso Ny "Ny NR3

Las correspondientes probabilidades de los restantes siete posibles resultados de
nuestro experimento de tres etapas son:

P(R; "Ry NR3)=P(R{).P(R,/Ry).P(R3/R; N R>) _% %%
P(R; "R, N N3)=DP(R;).P(R,/R;).P(N3/R; N R2>_i4 %%
P(R; "N, A R3)=P(R;).P(N,/R;).P(R3/R; N Ny) _% %%
P(R; "Ny N N3)=P(R;).P(N,/R;).P(N3/R; A N,) _% %%
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P(N; MRy MR3)=P(Ny).PR2/Ny).PR3/N; N Ry) =7

PNy MRy MN3)=P(Np).P(R2/Ny).P(N3 /Ny N Rp) =+

-z>|U“-l>|U‘4>|u1
L] Nt
S.|w5|4>§|°°

PNy M Nz MN3)=P(Ny).P(N2/Np).P(N3 /Ny N Np) =+

En el siguiente arbol se indican las probabilidades correspondientes a cada etapa:

7/12
8/15 | Rs o~
>R > 5/12 N iQué
9/14 —> N3
/ hermosura

R

4/12
L2 N,
‘_ 8/12

9/13 ——>R3
> 4/12

5/14 —> N3
> 9/12

413 — —R3
12

3/ Ns

v
Z

[\
v

N
=

[\
\Z

N

Z
—_

A4

N
Z

[\
v

iTengo que corregir
este monton de examenes...
al que me fastidie
con su mala letra 'y
desorganizacion
lo frio con patatas!
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FONEMATO 1.12.8
1) Siendo A y B sucesos incompatibles, pruébese que:
P(A/AUB)=P(A)/(P(A)+ P(B))
P(B)
P(A)’

2) Pruébese que P(B/A)2>1- si P(A)>0y P(B/A)>0.

SOLUCION

segtin la definicion de probabilidad condicionada

Y P(ANAUB) _ P(A) P(A)
) PA/AVE) = =5 X 0B A P(AUB) T P(A)+ P(B)

ANAUB)=A

Ay B incompatibles = P(A U B) = P(A) + P(B)

P(BNA) _P(A)+P(B)-P(AUB)

? PB= 0 3 P(A)

P(AUB)=P(A)+PB)-PBNA)=
= P(BN A)=P(A) + P(B)— P(A UB)

S P(A)+P(B)-1_PA) 1-PB) _

T_ P(A) CP(A)  P(A)
pues 0 <P(AUB)<1
1-P®B) _, P(B)
P(A) — P(A)

=1-

Para darte el aprobado, tu
profe de Estadistica no te pedira
que hagas sombra a Kolmogorov..!
le bastara que acredites no chupatte

el dedo en relacion a los asuntos
A fundamentales de la asignatura
[ )
; Cy—

AOLMOGOROV

L/
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FONEMATO 1.12.9
Calculese P((AA B)/(A U B)), siendo A y B sucesos tales que:

P(A)=0'4 ; P(B)=0'3 ; PLANB)=0'1

SOLUCION
—»| segin la definicion de probabilidad condicionada

(AAB)N(AUB))  P(AAB) _
6

P
P(AAB)/(AUB)) = ( P(A UB) } P(AUB) 4

Q
B

VENTANA —>
A

AAB=3\ = (AAB)N(AUB)= AAB

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=0'4+0'3-0'1=0'6
P(AAB)=P(AUB)-P(ANB)=0'6-0'1=0'5

Latiguillo de remate: la frecuencia relativa del suceso (AAB)/GA U B)

converge en probabilidad a 5/6; es decir, sin mas que repetir el
experimento un nimero suficientemente grande de veces, la frecuencia
relativa de dicho suceso se aproxima a 5/6 tanto como quetamaos.

Latiguillo: parrafo corto o esquema
gue explica lo fundamental del
asunto que llevamos entre manes.

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.12.10

Calcilese P(AUBUCUD). Si cuatro matrimonios van a clases de baile y el

profesor empareja al azar cada mujer con un hombre, calctlese la probabilidad de
que alguna mujer baile con su marido.

SOLUCION

1) Es: P(AuBuCuD):P(Au(BuCuD)):
=P(A)+PBUCUD)-P(ANBUCUD))=

=P(A)+PBUCUD)-P(ANB)UANC)U(AND))

f ANBUCUD)=ANB)UANC)UAND)

— |l

e P(BUCUD)=P(B)+PC)+PD)-
-PBNC)-PBND)-P(CND)+PBNCND)
e P(ANB)UANC)U(AND))=PANB)+PANC)+RAAD)-
—P(ANBNC)-P(ANBND)-P(ANCND)+P(ANBNCND)

=PA)+PB)+PC)+PD)-P(ANB)-P(ANC)-P(AND)=PBNC) -
-PBND)-P(CND)+P(ANBNC)+P(ANBND)+
+P(ANCND)+PBNCND)-P(ANBNCND)

2) Siendo M; el suceso de que la i-ésima mujer baile con su marido, el suceso M
de que alguna mujer baile con su marido es M = M1 U My U M3 Mjy:

=PM1)+PMp)+PM3)+PMy)—PM; "Mp)—P(M; " M3)—

“P(M; A My) —P(My A M3)— P(Ma A My) — P(M3 A My ) +
+P(M1 ﬂMz ﬂM?))-I-P(Ml ﬁMZ ﬁM4)+P(M1 (-\M3 ﬁM4)+
+P(Mpy "Mz N My)—PM| "My "M3 N My) =

el 1 115

41 =
412 24 24 24

— |l

VENTANA —
o P(M;) = %, Vi=1234

o P(M; N M;) = POM;).POM;/M;) = %% = % v hay 6 casos de estos

o P(M; N M; N My) = P(M;).P(M;/M;).P(My /M; A\ M;) =

111 _1 , v hay 4 casos de estos

432 24
e P(M1 "My "M3 N My)=
=P(M1).P(M>/M1).P(M3/M1 N Mp).P(M4/M1 "My N"M3) =
111 1

111,_1
432 24
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FONEMATO 1.12.11

1) Pruébese que si P(A/B) > P(A), entonces P(B/A) > P(B).
2) ¢Es cierto que si P(A) > P(B) entonces P(A/C) > P(B/C)?

SOLUCION

1) Se tiene que:

segtn la definicion de probabilidad condicionada
i P(A N B) P(A N B)
T P(A)
lo garantiza el enunciado
P(A N B)
P(A)

P(A) = > P(B) = P(B/A)>P(B)

es sabido que =P(B/A)

2) Siendo
P(ANC) P(BNC)
P(C) P(C)
sucedera que P(A/C)>PB/C) si P(ANC)>PBNC), lo quehoestd ga-
rantizado si P(A) > P(B).

P(A/C) = P(B/C) =

Por ejemplo, piensa que "A" es el suceso de vivir en Europa, "B" el suceso
> 5
de vivir en Mauritania v "C" el suceso de ser pobre.
y

El asunto de la probabilidad condicionada lo encontraremas
mas adelante con enunciados en que intervendran variables
aleatorias. Por ejemplo, nos dirin que la aleatoria altura X de los
ciudadanos tiene distribuciéon normal con media 170 cm y desviaeion tipica
3 c¢m, y pediran la probabilidad de que un ciudadano mida menos de 171 cm
si se sabe que mide mas de 168 cm, lo que es una gilipollez: ha ocuttido el
suceso X > 168 y se pide la probabilidad del suceso X <171/ X > 1068:

P((X <17) N (X >168)) P(168 <X <171)
P(X > 168) ~ P(X >168)
Lo tnico que te falta es aprender a calcular la probabilidad de los sucesos

Q 168 y 168 < X <171 ... pero de eso no te preocupes ahora.

P(X <171/X >168) =

Tema 1: Probabilidad
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1.13 INDEPENDENCIA DE SUCESOS

e Se dice que dos sucesos "A" y "B" de un experimento aleatotio son inde-
pendientes si P(A NB)=P(A).P(B); si "A" y "B" no son independientes
se dice que son dependientes.

Por ejemplo: "A" y "B" no son independientes si P(A) =04,
P(B)=0'5y P(A N B)=0"1, pues P(A NB)=0'1#0'2 = P(A):P(B).
Sin embargo, si P(A) =0'4, P(B) = 0'5y P(A N B) =0'2, los sucesos
"A"y "B" son independientes, pues P(A M B) = 0'2 = P(A).P(B)

iHay que ver qué
gilipolleces se organi-
zan con tres piojosos
numeros!

e Siendo Q el espacio muestral del experimento (es decir, € es la tarta de una
unidad de masa de probabilidad que todo experimento aleatorio lleva pegada a
su chepa), si los sucesos "A" y "B" son independientes sucede que

masa de BN A = P(B/A) = P(B) = masa de B

masa de A masa de Q
masade ANB _ _ _ masade A
masade B P(A/B) =P(A) = masa de Q

O sea, Si "A" y "B" son independientes, la probabilidad de que
ocurrauno de ellos no se ve alterada por el hecho de'gque
ocurra o no el otro. En efecto:
P(A NB)=P(A).P(B/A) = P(A).P(B) = P(B/A) = P(B)

4 r

regla de la multiplicacién | | si A y B son independientes

v Yo

P(A NB) = P(B).P(A/B) = P(A).P(B) = P(A/B) = P(A)

e Todo suceso es independiente del suceso imposible & y del suceso seguro €2,
pues siendo P(J) =0y P(Q) =1, para todo suceso A sucede que:

P(A N D) i P(J)=0=PA).P(J) ; PANQ) 3 P(A) =P(A).P(Q))
[An@=0 ] [AnQ=A]
e Si Ay B son independientes (o sea, P(A M B)=P(A).P(B)), entonces:

1) los sucesos A y Bson independientes, pues P(A N B) = P(A).P(B)
2) los sucesos A y B son independientes, pues P(A M B) = P(A).P(B)
3) los sucesos A y Bson independientes, pues P(A N B) = P(A).P(B)

Tema 1: Probabilidad
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En efecto:

1) A:(AmB)u(AmE)?P(A):P(AmB)+P(AmE):>

pues (A N B) y (A N B) son incompatibles

= P(A N B) = P(A) - P(A N B) : P(A)—P(A).P(B) =

Es P(A nB) = P(A).P(B), pues A y B son independientes

=P(A).(1-P(B)) = P(A).P(B)
2) B:(BmA)u(BmK)?P(B):P(BGA)+P(BOK):>

pues (BN A)y (BN A) son incompatibles

= PBNA)=PB) -PBNA) : P(B)— P(A).P(B) =

EsP(BMNA)=PANB)=P(A).P(B), pues A y B son independientes

= P(B).(1-P(A)) = P(B).P(A)
3) Segtin Morgan, es A M B = A U B; por tanto:
P(A NB) =P(A UB) :l—P(AuB);1—P(A)—P(B)+P(AmB) =

P(A UB) = P(A) + P(B)— P(A N B)

2 1-P(A)—P(B)+P(A).P(B)=1-P(A)-P(B).(1 - P(A)) =

Es P(A N B) = P(A).P(B), pues A y B son independientes
= (1-P(A)).(1-P(B)) = P(A).P(B)

e Considera que "F" es una familia formada por tres o mis sucesos:

1) Se dice que los sucesos que forman "F" son independientes dos-a dos
si VABeF sucede que P(ANB)=P(A).P(B); si la familia,"F" la

forman tres sucesos A, B y C, debe suceder que:
P(ANB)=P(A).P(B) ; PLANC)=P(A).P(C)
PBNC)=P(B).P(C)
2) Se dice que "F" es una familia completamente independientesi para
cualquier subfamilia {81 ,90, ... ,Sk} se verifica que
PS1 NSy ... S) =P(§1).P(Sy) ... P(Sk)

Sila familia "F" la forman tres sucesos A, B y C, debe suceder que:
P(ANB)=P(A).PB) ; PLANC)=P(A).P(C)
PBNC)=PB).P(C) ; PANBNC)=P(A).P(B).P(C)

pues las subfamilias que pueden formarse con tres sucesos A, By C son:

{A,B} ; {A,C}; {B,C} ; {A,B,C}

Tema 1: Probabilidad

© Rafael Cabrejas Hernansanz



FONEMATO 1.13.1

El 82 % de los alumnos de un curso de ordefio de moscas con guantes de boxeo
traduce ruso, el 68 % traduce francés y 60 % traduce ambos idiomas.

1) ¢Hay independencia?

2) Calculese el porcentaje de alumnos que traduce al menos uno de los dos.

3) Calculese el porcentaje de alumnos que no traduce ninguno.

4) Calctlese el porcentaje de alumnos que no traduce al menos uno de los dos.
5) Calculese el porcentaje de alumnos que traduce francés pero no ruso.

6) Calculese el porcentaje de alumnos que traduce ruso pero no francés.

7) Entre los alumnos que traducen francés, ;qué porcentaje traduce ruso?

SOLUCION

1) Siendo R el suceso de que un estudiante traduzca ruso y F el suceso de que
traduzca francés, se nos dice que P(R)=0'82, P(F)=0'68 y PR W F)=0'6.

Los sucesos R y F no son independientes, pues P(R N F) # P(R).P(E).
1) El porcentaje que traduce al menos uno de los dos idiomas es del 90 %, pues:
PRUF)=PR)+PF)-PRNF)=0'82+0'68-0'6=0'9
2) El porcentaje que no traduce ninguno de los dos idiomas es del 10 %, pues:

PRNF)=PRUF)=1-PRUF)=1-0'9=0"1

leyes de Morgan

4) El porcentaje que no traduce al menos uno de los dos idiomas es'del 40 %:

PRUF)=PRNF)=1-PRNF)=1-0'6=0"4

leyes de Morgan

5) El porcentaje que traduce francés pero no ruso es del 8 %, pues:

PRNF)=P(F)-PRNF)=0'68-0'6=0'08

ol
F

Q
0) El porcentaje que traduce ruso pero no francés es del 22 %, pues:

PR NF)=PR)-PR NF)=0'82-0'6=0'22

7) Entre los alumnos que traducen francés, el porcentaje que traduce ruso es

aproximadamente del 88'2352941 %, pues:

_PRANE)_ 06
P(R/F)$ D)~ oiag - 882352941

segin la definicion de probabilidad condicionada

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.13.2

Sean A y B sucesos asociados a un experimento aleatorio, siendo:
P(A)=0'6 ; P(B)=0'7 ; PLAUB)=0'3+P(A N B)
Calculee P(A U B)y P(A N B). ¢Son independientes A y B? ¢Es P(A/B)=0'6?
SOLUCION
1) Es PAUB)=PA)+PB)-P(ANB)=0'6+0"7—-P(A N B); 0 sea:
PAUB)=13-P(AnB) (I
El enunciado nos dice que P(A UB)=0'3+P(A N B) (1)

Puedes comprobar que la solucion del sistema de ecuaciones que forman (I) y
) es PAUB)=0'8y PANB)=0'5.
2) Los sucesos A y B no son independientes, pues
P(A).P(B)=0'42#0'5=P(A N B)
3) Como A y B no son independientes y P(A) = 0'6, podemos apostar tranquila-
mente un brazo a que P(A/B) # P(A) =0'6.

TODO ERROR CONCEPTUAL GORDO
ANULA EL EFECTO DE LOS LATIGUILLOS
Y TE DEJA CON EL CULO AL AIRE.

Es un farsante: después de susurrarme al oido
los mas tiernos poemas probabilisticos;no.se
sabe como, ha obtenido una probabilidad.ne-
gativa y se ha quedado tan pancho, sin que la
mano se le haya desprendido del cuerpo antes
que perpetrar tan descomunal barbatidad

¢Qué delito
ha cometido?

FONEMATO

Entropia neuronal nula
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FONEMATO 1.13.3

Sean A y B sucesos asociados a un experimento aleatorio, siendo:

P(A)=0'5 ; P(B)=0'8 ; P(ANB)=0'4

1) ¢Son compatibles A y B?
2) ¢Son independientes A y B?

3) Calctlense P(B/A) y P(AUB).
SOLUCION

1) Los sucesos A y B son compatibles, es decir, pueden ocurrir a la vez, pues su
interseccion tiene probabilidad no nula.

2) Los sucesos A y B son independientes, pues P(A M B) = 0'4 = P(A).P(B).

3) El suceso B/A es el complementario del B/A ; por tanto:

P(B/A)=1-P(B/A) il ~-0'8=0"2
Ay B independientes = P(B/A) =P(B)=0'8

Es: P(KuB)=P(K)+P(B)—P(KmB)iO'5+0'8—0'4=0'9
*P(A)=1-P(A)=1-0'5=0'5 [VENTANA
* P(B)=0'8
* PLANB)=P(B)-P(ANB)=0'8-0'4=0"4

Latiguillo de remate: la frecuencia relativa del suceso A U B converge
en probabilidad a 0'9; es decir, sin mds que repetir el expetimento
bastantes veces, la frecuencia relativa de dicho suceso se aproxima

a 0'9 tanto como queramos.

En examen debes
dejar escrito todo
lo relevante que
pase por tu
cerebro
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FONEMATO 1.13.4
Sean A y B dos sucesos tales que P(A)=0'3, PB)=k y P(AUB)=0'8.

1) ¢Para qué valor de "k" son incompatibles A y B?
2) ¢Para qué valor de "k" son independientes A y B?

SOLUCION

1) Los sucesos A y B son incompatibles si no pueden ocurrir a la vez, es decir, si
P(A M B)=0; en tal caso sucede que P(A U B) =P(A)+ P(B). Por tanto, A y

B son incompatibles si 0'8 =0'3+k =k =0'5

2) Los sucesos A y B son independientes si P(A M B) = P(A).P(B) ;al exigir que

se satisfaga tal condicién resulta k=5/7:

P(A N B) :P(A).P(B)?k ~0'5=0"3.k=>k=5/7

* N B)= B) - wUB)=0'3 -0'8=k-0'5
P(ANB)=P(A)+P(B)-P(AUB) +k k
* P(A).P(B)=0'3.k VENTANA

/Acostﬁmbrate a usar ventanas,
pues facilitan mucho la lectura de
lo escrito, por lo que el profesor que '
corrija tu examen te lo agradecera =
_ con su carifio y simpatia

Pedrusco "K" = Pedrusco "T"
VENTANA s
Razonamientos o calculos que permiten

pasar de un lado a otro del "'="' o de "="

Pedrusco "K" 5 Pedrusco "T"
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FONEMATO 1.13.5

1) Demuéstrese que si dos sucesos A y B de probabilidad no nula son incompa-
tibles entonces son dependientes.
2) ¢Son independientes dos sucesos compatibles?

SOLUCION

1) Si A y B son incompatibles (no pueden ocurrir a la vez) es P(A M B) = 0. Asi,
siendo P(A)>0 y P(B)>0 es P(ANB)=0=#P(A).P(B); portanto, A y B

son dependientes.

El reciproco no es cierto: puede suceder que dos sucesos sean
dependientes y no incompatibles.

Por ejemplo, cn cl experimento de elegir al azar un nimero natural a6 supe-
rior a cinco, los sucesos A ={1,35} y B=1{1,2,34} no son inconmpatibles

(pues A N B ={1,3} # ) y son dependientes, pues:

_P(ANB) _2/5 1 3
P(A/B) = B(B) —4/5—§¢P(A)_5

2) Dos sucesos compatibles pueden ser independientes 0 no.

Por ejemplo, si
P(A)=0'4,PB)=0'5y PLANB)=0"1
los sucesos A y B son compatibles, pero no son independientes, pues
P(ANB)=0'1#0'2=P(A).P(B)

St P(A)=04,PB)=0'5y P(ANB)=0'2, los sucesos A y B sen.compati-
bles e independientes, pues P(A N B) =0'2 = P(A).P(B).

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.13.6

Sean A, B y C tres sucesos correspondientes a un experimento aleatorio. Se sabe
que los sucesos A U B y C son incompatibles; ademas:

P(A)=0'4 ; P(C)=0'3 ; PANB)=0'1 ; PAUBUC)=0'9

Calctdlense P(B), P(A/C)y PANBNC).
SOLUCION

e Siendo incompatibles los sucesos A UB y C, es obvio que A y € son incom-
patibles, lo mismo que B y C; es decir:

Q
P(ANC)=0 ; PBNC)=0 “
También es obvio que ANBNC=; ast: s @
PAANBNC)=0

Al exigir que PLAUBU C) =0'9, resulta P(B)=0'3:
PAAUBUC)=0'9=
= P(A) + P(B) + P(C) — P(AMB) — P(ANC) — P(BNC) + P(ANBAG)= 0'9 =
P(A)=0'4 ; P(C)=0'3 ; P(ANB)=10"1
P(ANC)=PBAC)=0; PANBAC)=0

=0'4+PB)+0'3-01-0-0-0=0"9=PB)=0"3
También puedes lidiar asi:

P(AUBUC):P((AUB)UC)iP(AuB)+P(C):O'9:>

pues AUB Yy C son incompatibles

=PAUB)+0'3=0'9=PAUB)=0"6=>
4 P(C)=0'3
=P(A)+PB)-P(ANB)=0'6
P(A)=0'4 ; P(ANB)=0"1 T
=0'4+PB)-0'1=0'6=>P(B)=0'3
P(ANC) 04
P(C) ¢0'7
Como ANC=J=>AcC=>PANC)=P(A)=04
P(CO)=1-P(C)=1-0'3=0"'7

e Es: P(A/C) =

e Observando la figura resulta evidente que el suceso

A NBNC corresponde a la zona roja, y es: »
PANBNC)=P(ANB)= @
B Q

—P(A)-P(ANB)=0'4—-0'1=0'3
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FONEMATO 1.13.7

Un par de dados se lanzan dos veces y cada vez se observa el valor de la suma de
los resultados obtenidos. Calculese la probabilidad de obtener suma siete

1) Una vez ; 2) Al menos una vez ; 3) Dos veces

SOLUCION

Como es sabido, al lanzar dos dados al aire pueden obtenerse 36 posibles
resultados (1;1), (1;2), ...... , (6;6), de los que sélo 6 son favorables al suceso de

que la suma sea siete:
(1;6) 5 (2;5) 5 (3;4) 5 (453) 5 (5;2) 5 (651)
En consecuencia, la probabilidad de obtener suma 7 al lanzar dos dados una vez

es 6/36 =1/6.

Siendo Sy el suceso de obtener suma igual a 7 en el k-ésimo lanzamiento del par
de dados (k =1,2), es claro que los sucesos S1 y Sy son independientes, pues el

resultado que se obtiene en un lanzamiento no condiciona el resultado que se
obtiene en el otro.

1) Se obtiene suma 7 una vez si ocurre el suceso (S; M S2) U (S1 N 8,):

pues los sucesos (S1 M S2) y (S1 M Sy) son incompatibles

P((S1 nS2)u 1 NS )iPS NS$2)+ P81 NSy) =2 +2 =2
(511 82) VU (S1MS2)) =P(S1 M S2) + P(S1 2);36 26— 18

e Como S1 y Sy son independientes, Sy y S» también lo son; ast:

P(S; N S2) = P(S1).P(52) i% VENTANA

1. p3 1
PE1) =7 P(Sz)zl—P(Sz):1_€:%

e Como S y Sp son independientes, S1 y Sy también lo so; ast:

P(S1 N Sy) = PS1).P(Sy) i%

P(§1)=1—P(51)=1—%=%-; P(52)=%

2) Se obtiene suma 7 al menos una vez si ocurre el suceso S; U Sy:

P(S1WS82)=P(S1)+P(S2)—P(S1MS2) =
2 POD+P(S2) = PS1-P(2) =%+%—%%

pues los sucesos S1 y Sy son independientes

3) Se obtiene suma 7 dos veces si ocurre el suceso S1 NSy, y como S1y Sy son

independientes, es:

1

P(S1 182) = P(S1)-P(S2) = £ & = 5

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.13.8
Pruébese que P(A/B)=P(A/B) siy sélo si A y B son independientes.
SOLUCION

P(A/B) =P<A/E>?

P(ANB) P(ANB)
PB)  P®B)
segtn la definicion de probabilidad condicionada
P(ANB) P(ANB)
P(B) 1-P(B)
= P(A N B) - P(B).P(A " B)=P(B).P(A " B)=
= P(A N B)=P(B).(P(A "B)+P(A N B))=
? P(ANB)=P(B).P(A)= A y B son independientes

Como los sucesos (A M B) y (A N B) son incompatibles, es:
P(A NB)+P(A N B) =P((A NB)U(ANB))=P(A)
pues (ANB)UPANB)=A

A y B son independientes = P(A N B) =P(A).P(B) =
= P(A N B) = P((A " B)U (A N B)).P(B) =

' pues A = (AN B)U (AN B)

? P(A NB)=(P(A NB)+P(ANB)).PB)=

— VENTANA
Como los sucesos (A N B) y (A M B) son incompatibles, es:

P((A N B)U (A N B)) =P(A N B)+P(A N B)

= P(A N B) = P(A N B).P(B) + P(A N B).P(B) =
= P(A N B).(1-P(B)) = P(A N B).P(B) =
= P(A N B).P(B) = P(A N B).P(B) =
P(ANB) P(ANB)

0 o(B) ? P(A/B) = P(A/B)
P(ANB) _ P(ANB) _
hE) - P(A/B) ; @) - P(A/B)

Serds un gran pardillo si en exdmen, tras averiguar que

"p" es la probabilidad de un suceso "Pepe", no dejas

escrito lo que eso significa: la frecuencia relativa de
"Pepe" converge en probabilidad a"p"; o sea, sin mas que
repetir el experimento bastantes veces, la frecuencia relativa

kde "Pepe" se aproximaa"p" tanto como se quiera.

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.13.9

Pruébese que:
1) PLAUB)=1-P(A).P(B)= A y B son independientes
2) P(A/B)+P(A/B)=1= A y B son independientes
SOLUCION
1) Se tiene que: P(A UB)=1-P(A).P(B) 2
P(A UB)=P(A)+P(B)— P(A N B)
= P(A)+P(B)-P(ANB)=1-P(A).P(B) =
P(A)=1-P(A) ; P(B)=1-P(B)
= P(A)+P(B)-P(ANB)=1-(1-P(A)).(1-PB) =
= P(A)+P(B)—P(ANB)=1-(1-P(A)—P(B)+P(A).P(B)) =
= P(ANB)=P(A).P(B)= A y B son independientes
2) Se tiene que:

P(ANB) P(KQE) 1
P(B) P(B)
segin la definicion de probabilidad condicionada
P(ANB) PAUB P(ANB) 1-P(AUB
e (P(B) )+ 1(— P(B)) == (P(B) L 1 —(P(B) -
T * segin Morgan, es P(A N B) = P(A U B)
* P(B)=1-P(B)
= P(A N B)-P(A N B).P(B)+P(B)—-PB).P(AUB)=PB).(1-PB)) =
= P(A N B)-P(A nB).P(B) - P(B).P(A UB)=—PB))?2 =
= P(A N B)—-P(B).(P(A " B)+ P(A UB))=—(P(B))2 =
= P(A N B)—-P(B).(P(A " B)+P(A)+ P(B)— P(A N B)) = —(PB))2 =
= P(A N B)—P(B).(P(A) + P(B)) = —(P(B))2 =
= P(ANB)-PB).PA)=0=
= P(A nB) =P(B).P(A) = Ay B son independientes

P(A/B)+P(A/B)=1 ?

Tema 1: Probabilidad

© Rafael Cabrejas Hernansanz



FONEMATO 1.13.10

Tres vecinos usan la misma linea de autobus para volver a casa. Cada uno, con
independencia de los demas, elige el autobus de las 17 con probabilidad 1/4, el

de las 18 con probabilidad 1/2 y el de las 19 con probabilidad 1/4.

Calculese la probabilidad de que coincidan en el mismo autobus.
SOLUCION

Si Ajj es el suceso de que el i-¢simo vecino (i=1,2,3) clija el j-¢simo-autobus

(j=1,2,3), los tres vecinos coinciden en el mismo autobus si ocutre el suceso
(A11 N A21 N A31) U (A12 N A2 N A32) U (A13 N A23 N A33), yes:

Pl (A N Ay M A3) U (A N A» M AR) VA3 N A N As) TS

Wiy \?sz w3

como los sucesos Wy, W, y W3 son mutuamente excluyentes
(si ocurre uno de ellos no ocurren los demas), la probabilidad

de su uniodn es la suma de sus respectivas probabilidades

=P(A11 M A1 MA31)+P(A1a M A2 NMA3)+P(A13 N A3 N0 Asg) =
= (1/4)3 + (1/2)3 + (1/4)3

debido a la completa independencia de los sucesos Aj;, es:

P(A1 N A M A3)=P(Aq1).P(Ay).P(Asy)=(1/4)?

P(Ajp MAp MA3)=P(A5).P(Ay).P(As)=(1/2)3

P(A13 M Az M A33)=P(Aq3).P(Ap3).P(As3) = (1/4)2

iApuesto un brazo

a que en este mon-
ton de examenes
casi nadie me lo

explica todo clarito!

A tu profe le pasa como a ti: cuanto m
N le explicas las cosas, mas contento
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FONEMATO 1.13.11

Sea F ={A B,C} una familia completamente independiente de sucesos.
Calcilese P(A U (BNC)) si P(A)=0'2,P(B)=0"4y P(C)=0'5.
SOLUCION

Siendo F = {A,B,C} una familia de sucesos completamente indepefidiente, es:
P(ANB)=P(A).PB) ; PLANC)=P(A).P(C)
PBNC)=PB).P(C) ; PANBNC)=P(A).P(B).P(C)

Es: P(AUBNO)) 2 P(A)+PBNC)-P(ANBNC) =

P(Pepe U Juan) = P(Pepe) + P(Juan) — P(Pepe N Juan)

io'z +0'8—0'16=[0'84]

o P(A)=0'2 VENTANA
e PBNC)=1-PBNC)=1-PB).P(C)=1-0"'4.0'5=0'8
e Expresamos el suceso A como unién de dos sucesos disjuntos:
A=(AnBNC)U(ANnBNO)
Por tanto P(A) = P(AN (BN C))+P(A N BNC)), o sea:
P(A)=P(ANnBNC)+P(ANBNC)=
= P(ANBNC))=PA)-P(ANBNC)=PA)-P(A).PB).PC) =
=0'2-0'2.0'4.0'5=10'16

Latiguillo de remate: la frecuencia relativa del suceso A U (BFNC)

converge en probabilidad a 0'84; es decit, sin més que repetit.el
experimento bastantes veces, la frecuencia relativa de dicho suceso
se aproxima a 0'84 tanto como queramos.

Hay que
aprender
a usar las
ventanas
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FONEMATO 1.13.12

Calculese la probabilidad de destruir el polvorin donde los malos guardan las
armas de destruccion masiva si los buenos le disparamos tres misiles gordos vy,
con completa independencia unos de otros, la probabilidad de hacer blanco con
cada disparo es 0'2.

SOLUCION

Siendo Bj el suceso de hacer blanco con el i-ésimo disparo (i = 1,2;3)5y-consi-

derando que el polvorin se destruye acertando algun disparo, nos piden la pro-
babilidad del suceso A =By U By U Bs:

P(A)=P(By U By UB3) =P(By)+P(B2) + P(B3) - P(B M B2) —
—P(B1 "B3)-PBy "B3)+P(B; "By, N"Bj3) =
=3.0'2-3.0'22 +0'23 = (0'488
~ VENTANA
Es P(B1) =P(By) =P(B3)=0'2, y como la familia que formanos
sucesos By, By y B3 es completamente independiente, entonces:
P(B; N Bj) = P(B;).P(B)) = 0'22 s i+
P(B1 "By N Bj3) =P(B1).P(B;).P(B3)=0'23

También puedes lidiar asi:
P(A)=1-P(A)=1-PB; UB; uB3)?1—P(I§1 NB2 NB3)51-0'83

.

como la familia que forman By, B, y B3 es completamente indepen -

leyes de Morgan

diente, lo mismo le pasa a la familia que forman B1, B2 y B3; por tanto:
P(B1 N"B2 N B3)=P(B1).P(B2).PB3)=(1-0"2)3=0'83

Latiguillo de remate: la frecuencia relativa del suceso A converge en

probabilidad a 1—0'83; es decir, sin mas que repetir el expetimento
bastantes veces, la frecuencia relativa de dicho suceso se aproxima a

1-0'83 tanto como queramos.
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FONEMATO 1.13.13

Pruébese que si F={A,B,C} es una familia completamente independiente de

sucesos, también son completamente independientes las siguientes familias:
F ={A,B,C} ; F, ={A,B,C} ; 5 ={A,B,C} ; I, ={A,B,Q}
SOLUCION

El que F={A,B,C} sea una familia de sucesos completamente independiente
significa que
P(ANB)=P(A).PB) ; PIANC)=P(A).P(C)
PBNC)=PB).P(C) ; PLANBNC)=P(A).P(B).P(C)
1) La familia F; = {A,B,C} es completamente independiente si:
a) P(A N B) = P(A).P(B)
b) P(A N C) = P(A).P(C)
c) P(B N C) = P(B).P(C)
d) P(A "B C) = P(A).P(B).P(C)
El enunciado garantiza que se satisface a).
Es: P(ANC)=P(A)-P(ANC)=P(A)-P(A).P(C) =
= P(A).(1 - P(C)) = P(A).P(C)

Es: PBNC)=P®B)-PBNC)=PB)-PB).PC) =
= P(B).(1 - P(C)) = P(B).P(C)
Es: P(ANBNC)=P((ANB)NC))=P(ANB)-P(ANBNC)=

C
Q

= P(A).P(B) — P(A).P(B).P(C) = P(A).P(B).(1 - P(C)) = P(A).P(B).P(C)

2) Para probar que la familia I = {A,E,E} es completamente independiente

debemos probar que
a) P(A N B) = P(A).P(B)
b) P(A N C) = P(A).P(C)
c) P(B N C)=P(B).P(C)
d) P(A "B C)=P(A).P(B).P(C)
La demostracion de a) y b) es analoga al caso anterior.
Es: PBNC)=PBUC)=1-PBUC)=
=1-P(B)-P(C)+PBNC)=1-P(B) - P(C) + PB).P(C) =
=1-P(B) - P(C).(1-P(B)) = (1 - P(B)).(1 - P(C)) = P(B).P(C)

Es: PANBNC)=P(ANBNC)=P(ANBUCQC)) =

Tema 1: Probabilidad
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= P(A)~P(A N (BUC)) = P(A) - P(ANB)U(ANC)) =

Q
A

:p(A)—P(AmB)—P(AﬁCHP(AﬁBﬁC)i

pues F = {A B,C} es completamente independiente
=P(A) — P(A).P(B) — P(A).P(C) + P(A).P(B).P(C) =
= P(A).(1-P(B)) - P(A).P(C) + P(A).P(B).P(C) =
= P(A).P(B) — P(A).P(C) + P(A).P(B).P(C) =
= P(A).(P(B) — P(C) + P(B).P(C)) = P(A).(P(B) — P(C).(1 - P(B))) =
= P(A).(P(B) — P(C) + P(B).P(C)) = P(A).(P(B) - P(C).P(B)) =
= P(A).P(B).(1-P(C)) = P(A).P(B).P(C)

3) La familia I3 = {K,B,E} es completamente independiente si:
a) P(A N B) = P(A).P(B)
b) P(A N C) = P(A).P(C)
¢) P(B N C) = P(B).P(C)
d) P(A "B C) = P(A).P(B).P(C)

La demostracion de a), b) y ¢) es analoga al caso anterior.

Es: P(ANBNC)=P(AUBUC)=1-P(AUBUC)=
=1-P(A) — P(B) — P(C) + P(ANB) + P(ANC) + P(BNC) - P(ANBNC) =

pues F = {A,B,C} es completamente independiente

+: 1-P(A)—-P(B)—-P(C)+P(A).P(B)+P(A).P(C) +

+P(B).P(C) — P(A).P(B).P(C) =
=1-P(A) - P(B).(1 - P(A)) — P(C).(1 - P(A)) + P(B).P(C).(I = P(A)) =
= (1-P(A)).(1-P®B) - P(C) + P(B).P(C)) =
= (1-P(A)).(1-PB)-P().(1-P(B) =
= (1-P(A)).(1-P(B)).(1 - P(C)) = P(A).P(B).P(C)

4) La familia Fy = {A,B,Q} es completamente independiente si:
2) P(A N B) = P(A).P(B)
b) P(A N Q) = P(A).P(Q)
&) P(B N Q) = P(B).P(Q)
d) P(A N BN Q) = P(A).P(B).P(Q)

El enunciado garantiza que se satisface a), y también se satistacen b).y c). Es:

P(AmBmQ);P((AmB)mQ):P(AmB);

(ANB)NQ=ANB P(Q) =1
=P(A).P(B) = P(A).P(B).P(Q)

Tema 1: Probabilidad

© Rafael Cabrejas Hernansanz




FONEMATO 1.13.14

Durante la garantia una maquina presenta tres tipos de fallos A, B y C completa-
mente independientes unos de otros y con probabilidades respectivas 0'1,0'2

y 0'3. Calculese la probabilidad de la maquina falle durante la garantia.

SOLUCION

Denotemos respectivamente A, B, C el suceso de que durante la garantia la ma-
quina tenga el fallo A, B, C. El suceso F de que la maquina falle durante la garan-
tiaes F=A UBUC, siendo:
PF)=P(AUBUC) =
= P(A)+P(B) + P(C) - P(ANB) — P(ANC) — P(BNC) + P(ANBMC) i

Es P(A)=0'1,PB)=0'2y P(C) =0'3, y por ser completamente in-
dependiente la familia que forman los sucesos A, B y Cjes:

VENTANA'| P(ANB)=P(A).PB) ; P(ANC)=P(A).PC)

PBNC)=PB).P(C) ; PANBNC)=P(A).P(B).P(C)

También asi: P(F)=1-PT)=1-P(AUBUC)=1-P(ANBaC)=...

leyes de Morgan T

familia {A,B,C} completamente independiente = {A,B,C} también =>
= P(ANBNC)=P(A).PB).P(C)=(1-0").(1-0'2).(1-0"3)

Pedrusco "K" = Pedrusco "

*

Razonamientos o calculos que
permiten pasar de un lado a

VE'}ITANA otrodel "=" o de "="

Pedrusco "K" i> Pedrusco "T"
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FONEMATO 1.13.15

¢Qué es mas probable, obtener al menos un rey al lanzar 6 veces un dado u
obtener al menos una pareja de reyes al lanzar 36 veces un par de dados?

SOLUCION
Siendo A el suceso de obtener un rey en el k-ésimo lanzamiento (k=1,2,... ,6)

del dado (= P(Ay)=1/6,V k = P(Ak)=1-P(A)=5/6,V k) y A el suce-

so de obtener al menos un rey en seis lanzamientos, es:

P(A)=1-PA)=1-P(A1 NA2 N ...NAg) : 1- (%)6 =~ 0'665102

la familia {A1,A2, ... ,Ag} es completamente independiente

Si Bj es obtener pareja de reyes en el j-€simo lanzamiento (j=1,... ,36) del par de
dados (= P(Bj) =1/36,V j = PBj)=1- P(Bj) = 35/36,V j) y B es obtener al

menos una pareja de reyes en 36 lanzamientos, entonces:

P(B)=1-PB)=1-PB1 N B2 N...NB3g) o (%)36 =~ ('637299

la familia {B1,B2,... ,B3g}es completamente independiénte

iTengo que corregir
este monton de examenes...
al que me fastidie con
su mala letra 'y
desorganizacion
lo frio con patatas!
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FONEMATO 1.13.16

Sea F={A,B,C,D} una familia completamente independiente de sucesos.

Calcilese P(A M B/C U D). sSon independientes los sucesos A "By C U D?
SOLUCION

_ P(AnB)n(CUD))
P(ANB/CUD) = A -
4 P(CUD)

segun la definicion de probabilidad condicionada

_P(ANBNC)U(ANBND))

} P(CuUD)
P(Pepe U Juan) = P(Pepe) + P(Juan) — P(Pepe N Juan)
_PANBNC)+PANBND)-P(ANBNCND) ¢

P(CUD)
* P(A "B C)=P(A).P(B).P(C) J
* P(A N BN D)=P(A).P(B).P(D) '

* P(A MBN CND)=P(A).P(B).P(C).P(D)

P(A).P(B).P(C) + P(A).P(B).P(D) — P(A).P(B).P(C).P(D)
P(CUD)
P(C) + P(D) — P(C).P(D)
P(CUD) I
F ={A,B,C,D} completamente independiente = P(C).P(D) = P(CAD)

= P(A).P(B).

P(C)+P(D)-P(CND) _

P(CUD) }

es P(C) + P(D)-P(C D) =P(CuUD)
CuD

- P(A).P(B).Ilzgc—tjﬁi — P(A).P(B) : P(A N B)

pues F = {A B,C,D} es completamente independiente

= P(A).P(B).

Siendo
P(ANB/CUD)=P((ANB)n(CUD))/P(CUD)=PAnB)
es claro que
P((A " B) N (CUD))=P(ANB).PCUD)

o sea, los sucesos ANB y C UD son independientes, es decir, el que ocurra
uno no altera la probabilidad de que ocurra el otro.
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FONEMATO 1.13.17

La cadena de montaje de una fabrica esta formada por cuatro maquinas y el fallo
en cualquiera de ellas es completamente independiente de las restantes. Las dos
primeras estan en serie, y la probabilidad de que una de ellas falle es 0'5. Las otras
dos funcionan en paralelo (hacen el mismo trabajo) y en serie respecto a las dos
primeras, y la probabilidad de que una de éstas falle es 2/3. Calculesela probabi-

lidad de que la cadena de montaje funcione correctamente.

SOLUCION

Maquina 3
— Maquina 1 — Maquina 2 *F _"
— Maquina 4 |

Siendo Ay el suceso de que la k-ésima maquina (k=1,2,3,4) funcione correcta-

mente, el suceso I de que el sistema funcione correctamente es
F=(A1NA;NA3NA L) U (A1NA,NA3NAL) U (ATNA,;NAZAA,)
Por tanto:
P(F)=P((A1NA2NA3NAL) U (A1NAINA3NAL) U (ANA,ATAAY)) =
? P(A1NAYNA3NAL) + P(AINAINA3NAL) + P(ATNAINAZNAL) =

pues (AlmAzmA3mA4), (Al ﬁAzﬂA3mK4> y (AlmAme3mA4) son

mutuamente excluyentes, si ocurre uno no ocurren los demas

L2 2 212 192 21_|5
VeEnTANaT 42 TRt 5 75 ¢
Debido a la completa independencia de los sucesos A1,A,, Az y. Ay, es:

* P(A1MANA3NA L) = P(A1)-P(A2).P(A3).P(Ag) = (A
12
33
21
« K

* P(A1NA;NA3NA4)=P(A1).P(A,).P(A3).P(As)= (%)2

* P(A;NA;NA3NAL)=P(A1).P(A).P(A3).P(Ay) = (%)2

Latiguillo de remate: la frecuencia relativa del suceso F converge
en probabilidad a 5/36; es decir, sin mas que repetir el expetimento
bastantes veces, la frecuencia relativa de dicho suceso se aproxima
a 5/36 tanto como queramos.
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FONEMATO 1.13.18

La probabilidad de que una maquina produzca una pieza defectuosa es 0'02, y el
proceso de produccion se detiene para el control preceptivo cuando se produce
una pieza defectuosa. Calcilese la probabilidad de que el proceso se detenga tras

producir 5 piezas y la probabilidad de que se detenga antes de producir 51 piezas.
SOLUCION

Siendo Cy el suceso de que la k-ésima pieza producida (k =1,2,3, ) sea co-

trecta, €l ejercicio no puede resolverse si no se introduce la hipétesis de
que la familia F = {Cy, C», ....... } escompletamente independiente.

Denotemos Tj al suceso de que el proceso de produccién se detenga tras produ-
cir la i-ésima pieza (1=1,2,3,....).

e El proceso se detiene tras producir cinco piezas (ocurre el suceso Ts). si las
cuatro primeras piezas fabricadas son correctas y la quinta es defectuosa; es
decir, si ocurre el suceso C1 M Cy M C3 N Cy NCs:

P(C{NCynC3NC4s NC5) ; P(Cy).P(C5).P(C3).P(C4).P(Cs) =

pues F={Cq,Co, ....... } es completamente independiente
=(0'98)2.0'02

V k es P(Cy) = 0'98 y P(Ck) = 0'02

e Ocurrira el suceso W de que el proceso se detenga antes de producir 51 piezas
si se detiene tras producir la primera pieza (ocurre T7), o se detiene tras pro-

ducir la segunda pieza (ocurre Tp) ... o se detiene tras producit-la-quincua-

gésima pieza (ocurre Ts(); asi:

P(W) = P(T1 ) T2 U....u TSO) ;P(Tl) + P(Tz) + ...+ P(TSO) =

los sucesos T1,T>, .... , T50 son incompatibles

VENTANA * P(Ty) = P(Cy) = 0'02
* P(Ty) =P(C; nC2)=0"'98.0'02
% P(T3) =P(Cy N Cy M C3)=0'982.0'02

......................................................................

* P(T50) = P(C; M Cy M ... " Cgq9 N C50) = 0'9849.0'02

1-0'984970'98
=0'02.(1+0'984+0'982 + .... +0'9849) = 0'02.
0'02.(1+0'98 +0'98 0'98 )$00 T ota

Los numeros 1,0'98,0'982 .... 0'9849 forman una progresion
geomeétrica de razén 0'98, y la suma de un nimero
finito de términos consecutivos de ella es
Primer Término — (Ultimo Término).(Razén)
1—(Razoén)

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.13.19

Tres jugadores A, B y C lanzan un dado de seis caras sucesivamente y en ese
orden. Si gana el primero que obtenga un 4, calculese la probabilidad de ganar
que tiene cada uno.

SOLUCION

Siendo Sy el suceso de obtener un 4 en el k-ésimo (k =1,2,3,.....) lanzamiento

del dado, es P(Sx)=1/6y P(Sk)=5/6. Evidentemente, el resultado de un

lanzamiento no condiciona el de los restantes lanzamientos; por tanto, la familia

$1,52,53, ..... es completamente independiente.
Gana el primer jugador A si ocurre el suceso G :
Ga =S4 US1NS2mS3MS4) U (S1MS2MS3MS4MS5MS6MS7) U ...

Siendo incompatibles o mutuamente excluyentes los sucesos cuya union es Gp ,
se tiene que:
P(GA)=P(S)) +P(S1MS2MS3MS4) +
+P(S1MS2MS3MS4MS5MS6MS7) + .=
_1

= +(E)3.E+(6)6,g+(g)9.8+(g)12-g+ $ 1-(5/6)3 91

La suma de los infinitos términos de una progresion
geometrica de "raz6n" menor que 1 en valor absoluté es

Primer Sumando

1—-Razoén VENTANA

Gana el segundo jugador B si ocurre el suceso Gp:
Gg =(S1NS2)U(S1NS2MNS3MNS4 NS5) U ...
Siendo incompatibles los sucesos cuya unién es Gp, se tiene que:

P(Gg)=P(S1 NSy)+P(S1 NS2MS3 NS4 N Ss)+ .=

51
51, 541, 5971 5901, 50531, __ 664730
O RN Y o (R T
667" 6T e T T 1— (/60 91

Gana el tercer jugador C si ocurre el suceso G :
Gc =(S1MnS2NS3)UB1NS2MS3MS4 NS5 NS U.....
Siendo incompatibles los sucesos cuya uniéon es G¢, se tiene qué:

P(Gc)=PS1 nS2MS3)+P(S1MS2MS3MS4 NS5 N Se) + .=

50 1

)%
=22 lydysLodwly Syl 60 6 _25
= ()2 Pt (P v = /68 o1

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.13.20

Siendo A, B y C tres sucesos definidos sobre el mismo espacio probabilistico y
tales que P(B) y P(C) son mayores que cero, demuéstrese que si B y C son inde-

pendientes sucede que P(A /B)=P(A / (BN C)).P(C)+P(A /(BN C)).PC).
SOLUCION

P(A /(BN C)).PC)+PA/(BNC).PC)=

_P(ANBNCQ) PANBNC) _—
A PBAC) O+ S@nAg O
Segun la definicién de probabilidad condicionada, es:
_P(ANBNC) —. _P(ANBNC)
P(A/(BNC)= PBAC) : P(A/BNC)= B
_P(ANBNC) PANBNC) _—
4 P(B).PO) PO+ P(B).P(C) PO)=
. . P(B N C) = P(B).P(C)
By C independientes = {B y C independientes = P(B N C) = P(B).R(C)

_PANBNC) | P(ANBNC) _ PAANBNC)+P(ANBNC) )
- P®B) P(B) P(B) A
VENTANA

Como los sucesos A MB N C (zona roja).y

A NBNC (zona azul) son mutuamente
excluyentes o disjuntos, la suma de sus
respectivas probabilidades es la
probabilidad de la unién de ambos sucesos.

pues (ANBNC)U(ANBNC)=ANB
_P((AmBmC)u(AmBmE))&p(AmB)_
B P(B) ~ P(B) ?P(A/ ®

Segun la definiciéon de probabilidad condicionada

/Sabemos mas o
menos lo mismo,
pero en los exa-

menes parece
que ta sabes mu-
cho mas... jno sé

; lo haces!
K como j

Tema 1: Probabilidad
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1.14 TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL

Sea "E" un experimento aleatorio y € la tarta de una unidad de masa de proba-
bilidad que va pegada a la chepa del experimento, es decir, €2 es el espacio

muestral de "E".

Consideremos que los sucesos S1,S2, ...

son incompatibles dos a dos y que su union es Q:

.94 (todos con probabilidad no nula)

SiNS§; =G, sti#j; $1USU..US; =Q

Si "A" es un suceso cotrespondiente a "E", el teorema de la probabilidad

total establece que

P(A) = P(S;).P(A/S1) + P(S2).P(A/S)) + ... + P(S,).P(ASS )

En efecto:

P(A)=P(ANQ) ;P(Am(& USy U...USy)) = ;;

Q=51uUSuU..US,

2
|

la interseccién es distributiva respecto de la unién

=P((ANSHUANSY)U...UANS,))=

?P(Ams1)+P(Am82)+...+P(Am8n):

pues sii# jlos sucesos (AN S;)y (A NSj) son incompatibles:
ANSHNANS=ANENS)=AND =

*

= P(S1).P(A/S1)+P(S2).P(A/S2) + ... + P(Sp).P(A/Sp)

segun la regla de la multiplicaciéon: P(A N S;) = P(S;).P(A/S;)

A Q
—\ v
Z &\ — |
S1 S92 | cooooooo i1 ooooooo i
A=ANSHUANS)U..UANS,)

Usaremos este teorema para calcular probabilida- —>S1 — é
des de sucesos relacionados con experimentos ; A
] —> :
por etapas. En el esquema adjunto se presenta s A
un experimento de dos etapas: en la 12 etapa por | @ >Si — N

fuerza ocurre uno de los sucesos S1,S7,...,S, v SR
nAMN —A
enla 22 etapa ocurre "A" o no. NG N — _
LA

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.14.1

Una empresa emplea dos métodos alternativos A y B para fabricar un articulo. El
20 % de la produccién se hace por el método Ay el resto por el B.

Cuando a un cliente se le ofrece el articulo, la probabilidad de que lo compre es
0'7 si se fabricé por el sistema A, y 0'9 si se fabricé por el B. Calculese la
probabilidad de que un cliente compre el articulo.

SOLUCION

Siendo A el suceso de que el articulo sea fabricado por el método A, y B el
suceso de que sea fabricado por el método B, es:

P(A)=0'2 ; P(B)=0'8

Siendo V el suceso de que el articulo se venda al ofrecerlo a un clientejes:

P(V/A)=0'7 ; P(V/B)=0'9

Dos etapas
0'7

0'2 ——>V
5 A — —
—V

[ - ,
0'9 v
LA N v

Para este experimento de dos etapas o fases, segun el teorema de la pro-
babilidad total, es:

P(V) = P(A).P(V/A) + P(B).P(V/B) = 0'2.0'7+0'8.0'9 =[0'86

Latiguillo de remate: la frecuencia relativa del suceso V converge
en probabilidad a 0'86; es decir, sin mis que repetir el expetrimento
bastantes veces, la frecuencia relativa de dicho suceso se aproxima
a 0'86 tanto como queramos.

TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL

Siendo "E" un experimento aleatorio y €2 su espacio muestral, si los sucesos
51,52, ..., (todos con probabilidad no nula) son incompatibles dos.a dos y
su unién es €2, entonces, siendo "A" un suceso correspondiente a "E", es:

P(A)= D P(S,)-P(A/Sy )=
k=1

=P(S;).P(A/S;) + P(S5).P(A/S,) + ... + P(S,,).P(A/S. )

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.14.2

En un grupo formado por 40 hombres y 60 mujeres ocurre que el 30 % de los
hombres y el 10 % de las mujeres tienen caspa.

Determinese la probabilidad de que una persona del grupo elegida al azar tenga
caspa.

SOLUCION
Siendo H el suceso de que la persona elegida sea hombre, es P(H)=0'4 y

P(H)=0'6. Siendo C el suceso de que una persona del grupo tenga.caspa, nos

dicen que
P(C/H)=0'3 ; P(C/H)=0"1

0'3
0'4 >C
——>H — —
——C

. '

NG SN

Para nuestro expetimento de dos etapas o fases, segun el teorema de la

probabilidad total, es:

P(C) = P(H).P(C/H) + P(H).P(C/H) = 0'4.0'3+0'6.0'1 = 0"18

De eso nada.monada
.... aunque la Estadis-
tica no te d¢é de co-
mer, su estudio.es
portentosa vitamina
para el desatrolloxde
la disciplinagmen-

no deja de ser tal, que €s lo mas
una gran valioso de tu. educa-

K gilipollez | \ cién cientifica

La probabilidad
de que en el fu-
turo la Estadisti-
ca me dé de
comet es nula;
por tanto, estu-
diar Estadistica

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.14.3

Disponemos de 10 urnas, de las cuales:

* Dos urnas son del tipo 1, cada una con 2 bolas amarillas y 3 negras
* Una urna es del tipo 2, con 4 bolas amarillas y 2 negras

* Cuatro urnas son del tipo 3, cada una con 1 bola amarilla y 3 negras
* Tres urnas son del tipo 4, cada una con 5 bolas amarillas

1) Calculese la probabilidad de obtener bola amarilla si se elige al azar unaurna y
de ella se extrae una bola al azar.

2) Se lanza un dado y segin que el resultado sea menor que 3 o no, se elige al
azar una urna entre las de tipo par o entre las de tipo impar; después se extrae
al azar una bola. Calculese la probabilidad de que sea negra.

SOLUCION

1) Siendo Uj el suceso de elegir una urna del i-ésimo tipo, es:

Siendo A el suceso de extraer una bola amarilla, es:
P(A/Uj) =% . P(A/Uy) :% . P(A/U3) :% . P(A/UL) :%

Para este experimento de dos etapas o fases, segin el teorema de la pro-
babilidad total, es:

P(A) = P(Up).(A/Uq) + P(Up).P(A/Uy) +
+P(U3).P(A/U3) + P(Uy).P(A/U,) =

_22. 14 41,35
10571067104 105
2/5
2/10 — A
A
4/6
1/10 =
=/ \A
| o 1/4
410 - &
3 4
5/5
3/10 — 4
/NNy
Experimento de 2 etapas

Tema 1: Probabilidad
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2) Siendo D el suceso de obtener un nimero menor que 3 al lanzar el dado, es

claro que P(D)=2/6y P(D)=4/6.

Si ocurre D se elige una urna entre las cuatro urnas de tipo par (una urna tipo 2

y tres urnas tipo 4), por tanto: P(U,/D)=1/4 y P(Uy /D) =3/4.

Si ocurre D se elige una urna entre las seis urnas de tipo impar (dos-utnas tipo

1 y cuatro urnas tipo 3), por tanto: P(Uj /5) =2/6y P(U3/ﬁ) =4/6.

Para este expetimento de tres etapas o fases, segun el teorema de la pro-
babilidad total, es:

P(A) = P(D).P(U,/D).P(A/D N Uj) + P(D).P(Uy/D).P(A/DAUy) +
+P(D).P(U1/D).P(A/D nUy) + P(D).P(U3/D).P(A/D AU3) =

212,230,423.,443
646645 665 664
4/6
1/4 A
/UZ 7 2/6 .
2/6 . A
/D 7 5/5
3/4 A
® 2/5
2/6 A
> Uy > 3/5 —
46  — A
> D > 1/4
4/6 A
>U3 > 3/4 —
[ 277 SA
Experimento de 3 etapas

TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL

Siendo "E" un experimento aleatorio y €2 su espacio muestral, si los sucesos
51,52, ...,54 (todos con probabilidad no nula) son incompatibles'dos a dos y

su unién es €2, entonces, siendo "A" un suceso correspondiente a "E", es:

P(A)= D P(Sy).P(A/Sy) =
k=1
=P(S;).P(A/S;) + P(S5).P(A/Sy) + ... + (S, ) P(A/S. )

Tema 1: Probabilidad

© Rafael Cabrejas Hernansanz



FONEMATO 1.14.4

Tres maquinas fabrican piezas similares. LLas respectivas producciones diarias de
cada maquina son 300, 450 y 600 piezas, y los respectivos porcentajes de piezas
defectuosas son 2 %, 3 % y 4 %.

St al final del dia se elige una pieza al azar, calculese la probabilidad de que sea
defectuosa.

SOLUCION

Siendo Iy el suceso de que la pieza se haya fabricado en la k-ésima maquina

(k=12,3), es:

_ 300 _2. _ 450 _3
P = 3004501600 ~ 9 7 T2 T 3001450 + 600 T
600 4

P(E;) = -
F3) = 30074503600 ~ 9

Siendo D el suceso de que la pieza sea defectuosa, nos dicen que
P(D/F)=0'02 ; P(D/F,)=0'03 ; P(D/F3)=0'04

0'02 D

2/9 ‘ 5
0'98 —
——>D

v
e
A4

0'03
3/9 \F N . D
@ 7 12 71 097  —

LD

A4
¥
A4

0'96 —
L— 25D

Para nuestro experimento de dos etapas o fases, segun teorema. de-la;pro-
abilidad total, es:

P(D) = P(E,).P(D/F,) + P(E,).P(D/E, ) + P(E;).P(D/F;) =

_2 3

9’ 9’

TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL

Siendo "E" un experimento aleatorio y €2 su espacio muestral, si los'sucesos
$1,52,...,54 (todos con probabilidad no nula) son incompatibles dosta dos y

4
5"

0'02+=.0'03+—.0'04

su unién es €2, entonces, siendo "A" un suceso correspondiente a "E", es:

P(A)= D P(S).P(A/8y)=
k=1
=P(S;).P(A/S)) + P(S,).P(A/Sy) + ... + P(S,).P(A/S,)

Tema 1: Probabilidad
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1.15 TEOREMA DE BAYES

/Se mira el resultado de un
experimento aleatorio y luego .\
se busca la probabilidad de

gue dicho resultado sea debido
a una causa particular entre
\todas las posibles causas.

Sea "E" un experimento aleatorio y €2 su espacio muestral. Si los sucesos
51,52, ..., (todos con probabilidad no nula) son incompatibles dos a dos y su
unién es 2 (0 sea, S USy L. US; =Qy SN =0, sii#]),siendo MA" el
suceso que ha ocurrido al realizar el experimento, es:
masade (S "A) PSS A
P(Si/A)? masa (de A : B (P(A) ! B %.

segtn la definiciéon de probabilidad condicionada %
_ P(S;).P(A/S1)

; P(S1).P(A/S1) + P(S2).P(A/Sp) + ... + P(§,).P(A/Sh)

* Regla de la multiplicacion: P(S; N A)=P(§;).P(A/S;)
* Segun el teorema de la probabilidad total, es:

P(A)=P(S1).P(A/S1) +P(S,).P(A/Sy) + ... + P(S,).P(A/S,)

P

En examen
hay que
dejar escrito

TODO lo
relevante
gue pase
\por el cerebro

TEOREMA
DE BAYES

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.15.1

La urna A contiene 2 bolas negras y 3 rojas, y la urna B contiene 3 bolas negras y
5 rojas. Se elige una urna al azar y de ella se extrae una bola al azar. Calctlese la
probabilidad de que la bola extrafa sea roja. Si la bola extraida es negra, calcilese

la probabilidad de que proceda de la urna A.

SOLUCION

Estamos ante un experimento por etapas: primero se elige urna.y luego se
extrae una bola de la urna elegida. Siendo A el suceso de elegir lalurna A y B el
suceso de elegir la urna B, como la urna se elige al azar, es P(A)=P(B)=1/2.

Siendo N el suceso de elegir bola negra y R el de elegir bola roja, comorda,urna A
contiene 2 bolas negras y 3 rojas, es PIN/A)=2/5y P(R/A) = 3/5; y como la
urna B contiene 3 bolas negras y 5 rojas, es P(IN/B) = 3/8 y P(R/B)=5/8.

1/2 _3/5 Jr ESPACIO MUESTRAL
PATI_2/5 ANR ANN BAR .BAN

o | s M @ © @ e

R
B 3/10  2/10  5/16 _=3/16
2 3/8 N / / / /

e Segun ¢l teorema de la probabilidad total, es:
P(R)=P(A).P(R/A) + P(B).P(R/B) = (1/2).(3/5) + (1/2).(5/8)

e Se mira el resultado de un experimento aleatorio (la bola extraida es
negra) Y luego se busca la probabilidad de que dichg resultado
sea debido a una causa particular entre todas las posiblesi cau-
sas (se nos pide la probabilidad de que la bola proceda de la urna A). Segtn el
teorema de Bayes, es:

masa de (ANN) P(ANN)

A/N) =
P(A/N) ? masa de N P(N)
seguin la definicion de probabilidad condicionada
P(A).P(N/A) B (1/2).(2/5)

f P(A).P(N/A)+P(B).P(N/B) (1/2).(2/5)+ (1/2).(3/8)
* Segun la regla de la multiplicacién: P(A M N) =P(A).P(N/A)
* Segun el teorema de la probabilidad total, es:
VENTANA P(N)=P(A).P(N/A) + P(B).P(N/B)

En examen no debes "soltar" la férmula de Bayes
P(A).P(N/A)
A/N) =
P(A/N) P(A).P(N/A)+ P(B).P(N/B)

como si fuese un escupitajo; es decir, debes deducirla, haciendo refe-
rencia a la definicién de probabilidad condicionada, alaregla de

la multiplicacion y al teorema de la probabilidad total,
K como acabas de ver en cinemascope.

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.15.2

Se lanza al aire una moneda elegida al azar de una urna que contiene 8 monedas

correctas y 2 monedas defectuosas cuya probabilidad de cara es 0'7.

1) Calculese la probabilidad de obtener "cruz".

2) Si se ha obtenido "cara", calculese la probabilidad de que la moneda lanzada
sea defectuosa.

SOLUCION

Experimento por etapas: se elige moneda y luego se lanza al aire. Siendo A
el suceso de elegir una moneda correcta, es P(A) =8/10 y P(A) = 2/10."Sien-do

C el suceso obtener "cara" al lanzar la moneda, es:

P(C/A)=0'5; P(C/A)=0'5; P(C/A)=0'7 ; P(C/A)=0'3

05 o ESPACIO MUESTRAL
0'8 A—‘ =—C
I 05 ,¢C ANnC AnC AnC AnC
. R X I
A 07 C ' ' ' '
0,—2)A 0'3 ND 0'4 0'4 014 0'06

1) Segun el teorema de la probabilidad total, es:
P(C) = P(A).P(C/A)+P(A).P(C/A)=0'8.0'5+0'2.0'3 =046

2) Se mira el resultado de un experimento aleatoriow(sehasebtenido
"cara" al lanzar la moneda) y luego se busca la probabilidad de que
dicho resultado sea debido a una causa particular entre todas
las posibles causas (se nos pide la probabilidad de haber lanzado una
moneda defectuosa).
Segun el teorema de Bayes (versioén cinemascope), es:

masa de (A N C) B P(A N C) _

P(A/C) =

f masa de C P(C)
segin la definicion de probabilidad condicionada
P(A).P(C/A) 0'2.0'7

A P(A).P(C/A) + P(A).P(C/A) T 0'8.05+0'2.0'7

* Regla de la multiplicacién: P(A M C)=P(A).P(C/A)
* Segun el teorema de la probabilidad total, es:

VENTANA — v

| P(C)=P(A).P(C/A)+P(A).P(C/A)

e Remate torero: si se ha obtenido "cara", el espacio AANC AAC
muestral se reduce al de la figura, y la probabilidad ‘ Py
de que la moneda sea defectuosa es la proporcion , '
entre el nimero 0'14, que expresa la probabilidad del ol oty

suceso ANC y el nimero 0'4+0'14, que expresa la masa total de
probabilidad en el nuevo espacio muestral.

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.15.3

La urna A contiene 3 bolas negras y 5 rojas, y la urna B contiene 4 bolas negras y
2 rojas. Se extrae una bola al azar de la urna A y se introduce en la urna B, a
continuacion se extrae al azar una bola de B.

1) Calcdlese la probabilidad de que la bola extraida de B sea roja.
2) Si la bola extraida de B es roja, calculese la probabilidad de que la bola
extraida de A haya sido negra.

SOLUCION

Estamos ante un experimento por etapas: primero se traslada una bola de A
a B y luego se extrae bola de B. Siendo Ry el suceso de que la bolatrasladada de

A a B sea roja y Ry el suceso de que la bola extraida de B sea roja, como A
contiene 3 negras y 5 rojas, es P(R1)=5/8 y P(R1) = 3/8. Si la bola_que pasa de
A a B es roja, en la segunda etapa la urna B contiene 4 bolas negras y 3 rojas; asi,
es PR,/R{)=3/7 y P(R2/Ry)=4/7. Sila bola que pasa de A a Blesnégra, en
la segunda etapa la urna B contiene contiene 5 negras y 2 rojas; por taato, es

P(R,/R1)=2/7 y P(R2/R1)=5/7.

5/8 37 LR, ESPACIO MUESTRAL
R4 g, R{AR, R;NR2 RiNRy=RrNR>2
> s = e @ e.e
_ R,
——>R _ 15/56 20/56 6/56 15/56
38 L5/ R,
1) Segun el teorema de la probabilidad total, es:
- R Riy=23,32_21
P(R,)=PR1).P(R2/R1)+PR1).P(R2/R1) = g7 + 879" 5¢

2) Se mira el resultado de un experimento aleatorio (latbola extraida
de B es roja) Yy luego se busca la probabilidad de que dicho resul-
tado sea debido a una causa particular entre todas las"posibles
causas (piden la probabilidad de que la bola trasladada de A a Blhaya sido
negra). Segun el teorema de Bayes (version escupitajo), es:

masa de (R1 "Ry) PR1NRy)  6/56077%

P(R1/R2) ? masa de R» PR2) - 21/56 7

seguin la definicién de probabilidad condicionada

e Remate torero: si la bola extraida es roja, €l espacio muestral se

reduce al de la figura, y la pr(.)bablhdad de que la Ry Ry KiNR,
bola trasladada de A a B haya sido negra es la pro- ‘ PY

orcion entre 6/56 resa la probabilidad del
p entre 6/56 que expresa la probabilidad de ey .

suceso R1 MR, v el nimero (15/56) + (6/56), que
expresa la masa total en el NUEVO espacio muestral.
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FONEMATO 1.15.4

Por los sintomas de un enfermo se deduce que padece la enfermedad A con
probabilidad 1/3 o la enfermedad B con probabilidad 2/3. Para precisar el diag-
nostico se somete al enfermo a un analisis cuyos resultados posibles son positivo

o negativo. Se sabe que en pacientes con la enfermedad A el analisis es positivo
con probabilidad 0'98, y en los que padecen la enfermedad B es-positivo con

probabilidad 0'06. Si el resultado del andlisis es positivo, ¢cual es la probabilidad
de que el enfermo padezca la enfermedad A? ;Y la B?

SOLUCION

Sea A el suceso de que el enfermo padeza enfermedad A, y B el stceso de que
padezca la B; es P(A)=1/3y P(B) =2/3. Siendo S el suceso de que el analisis

sea positivo, es P(S/A)=0'98, P(S/B)=0'06, P(S/A)=0'02 y P(S/B)=0'94.

1/3 098 g ANS ANS BAS | BAS
—— Ao ,3
° [ )
o | —) ’ o
5 %§ %.0'98 %.0'02 %.0'06 %.0'94

Se mira el resultado de un experimento aleatorio (el analisis_es'positi-
vo) Y luego se busca la probabilidad de que dicho resultade sea
debido a una causa particular entre todas las posiblesicausas (pi-
den la probabilidad de que el enfermo padezca una enfermedad conctéeta de las
dos que puede padecer). Segun el teorema de Bayes (cinemascope), es:
masade (ANS) PANS)
P(A/S) $ masadeS P©S)

segin la definicion de probabilidad condicionada

_ P(A).P(S/A) _ ;-0'98
TP(A).P(S/A)+P(B).P(S/B) é.0'98+ 2 006

* Regla de la multiplicacion: P(A N S)=P(A).P(S/A)
* Segun el teorema de la probabilidad total, es:

VENTAII\IA P(S)=P(A).P(S/A) + P(B).P(S/B)
Analogamente:
P(B/S) = PP = g.o'% :
P(A).P(S/A)+ P(B).P(S/B) %.O'98+§.O'O6 i

Latiguillo de remate: la frecuencia relativa del suceso B/S converge

en probabilidad a 6/55; es decir, sin mas que tepetit el expetimento

bastantes veces, la frecuencia relativa de dicho suceso se aproxima a
6/55 tanto como queramos.
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FONEMATO 1.15.5

Un fabricante de coches desea lanzar un modelo al mercado el préximo ano y al
estudiar la posible situacion econémica que habra entonces contempla tres alter-
nativas equiprobales: existencia de inflacién, estabilidad o depresion. La probabi-
lidad de que se lance el coche al mercado es 0'7 si hay inflacion, 0'4 si hay esta-
bilidad y 0'1 si hay depresion.

1) Calctlese la probabilidad de que el coche se lance al mercado.
2) St se lanza al mercado, determinese la probabilidad de que exista inflacion.

SOLUCION

Estamos ante un experimento por etapas: siendo L el sucesorde que el
coche se lance al mercado, I el suceso de que haya inflacion, E el suceso de que
haya estabilidad y D el suceso de que haya depresion, se nos dice que:
P =PE)=PD)=1/3
P(L/)=0'7 ; P(L/E)=0'4 ; P(LL/D)=0"1
0'7

1/3 . )—(F)E:P(ImI:):OWB
——— L =>P0dNL)=0'3/3
v )2—:>I::>P(Erﬂ:):0'4/3
—>L=>PENL)=0'6/3
E )Z—:19>L:>P(DmL)=o'1/3

—— > L=>PMONL)=0'9/3
1) Segun el teorema de la probabilidad total, es:
P(L)=P1).P(L/I) + P(E).P(LL/E) + P(D).P(L./D) = %.(0'7+0'4+0’1) =0'4

2) Se mira el resultado de un experimento aleatorio (el coche'se'lanza
al mercado) Yy luego se busca la probabilidad de que dicho resul-
tado sea debido a una causa particular entre todas las posibles
causas (piden la probabilidad de que haya inflacién). Segun el teorema de
Bayes (version escupitajo), es:

PI).P(L/D) 0'7/3 7
I L = = = —
PA/L) P(L) 0'4 12

e Remate torero: si el coche se lanza al mercado, €l espacio muestral se

reduce a los sucesos INL,ENLy DNL... yla probabilidad de.que haya

inflacion es la proporcion entre el nimero 0'7/3 que expresa la probabilidad
del suceso INL y el numero 0'4, que expresa la masa total de probabilidad en
el nuevo espacio muestral.

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.15.6

Disponemos de 50 urnas de tres tipos; en cada urna tipo A hay 4 bolas rojas y 2
negras, en cada cada urna tipo B hay 2 bolas rojas y 4 negras, en cada urna tipo C
hay 3 bolas rojas y 3 negras. Se elige una urna al azar y de ella se extrae una bola
al azar. Determinese el nimero de urnas que hay de cada tipo sabiendo que si la
bola extraida es roja entonces es 2/7 la probabilidad de que proceda-de-una urna

tipo A, y si es negra entonces es 1/2 la probabilidad de que proceda de una urna

tipo B.
SOLUCION

Siendo "a", "b" y "c" el respectivo nimero de urnas tipo A, B y C;'se nos dice
que a +b+c=50.

Sea respectivamente A, B, C el suceso de elegir una urna del tipo A, B, C:
P(A)=2a/50 ; P(B)=b/50 ; P(C)=c/50

Siendo R el suceso de extraer bola roja, dada la composicién de cada tipo de ur-
na, es:
PR/A)=4/6 ; P(R/B)=2/6 ; P(R/C)=3/6
PR/A)=2/6 ; PR/B)=4/6 ; P(R/C)=3/6
4/6

a/50 >7R:>P(AmR)=4 a/300
———>R = P(ANR)=2.a/300
® b/50 B >#/Z)E:>P(Bm5):2'b/300
————> R =PBNR)=4.b/300
¢/50 e, —— >R = P(CNR)=3.¢c/300

> C > 3/6

L2 3R = P(CNR)=3.¢/300
Si la bola extraida es roja (es decir, ocurre el suceso R) el espacio muestral.queda
reducido al de la figura adjunta, y nos dicen que en tal situacién es:

4.a ANR BNR ' CnR

PR S 0| @ @ @

300 T 300 T 300 4.2/300 2.b/3007"31€/300

Si la bola extraida es negra (es decir, ocurre el suceso R) el espaciommuestral
queda reducido al de la figura adjunta, y nos dicen que en tal situacién-es:

4.b ANR BNR
PER)=5——=;m | @ @ 0
300 7300 T 300 2.a/300 4.b/300 3.¢/300

Las ecuaciones (I) y (II) junto ala a+ b+ ¢ =50 forman un sistema lineal de 3
ecuaciones con tres incognitas, y puedes comprobar que su unica solucion es

a=10,b=c=20.
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FONEMATO 1.15.7

En enero se ha producido un accidente al aterrizar un avién en un aeropuerto. Se
sabe que en enero ha habido 19 dias con niebla y que en estas circunstancias la
probabilidad de accidente es 20 veces mayor que la probabilidad de accidente un
dia sin niebla. ¢Cual es la probabilidad de que el accidente se haya producido un
dia con niebla?

SOLUCION

Siendo N el suceso de que un dia de enero haya niebla, como enero tiene 31 dias

y hay niebla en 19 de ellos, es P(N) =19/31 y P(N) = 12/31,

Siendo A el suceso de que un dia de enero haya accidente, si P(A/N) =k, nos
dicen que P(A/N) = 20.k.

ESPACIO MUESTRAL

20.k

_19/31 SN — 5\ NNA NNA NMNA. . NAMA
0 ® o 0 o
> )
3 — A 19.20.k 12.k
— N A 31 31]
— S A

Se mira el resultado de un experimento aleatorio (ha habido aceiden-
te) Y luego se busca la probabilidad de que dicho resultado sea
debido a una causa particular entre todas las posiblesgeausas (se
nos pide la probabilidad de que el dia del accidente hubiera niebla).

Segun el teorema de Bayes (version cinemascope), es:
masade NN A) PINMNA)
A) = = =
PIN/A) f masa de A P(A)

seguin la definicién de probabilidad condicionada

19 20.k
_ P(N).P(A/N) __ 31 _ 380
TP(N).P(A/N)+P(N).P(A/N) 19 5o 412 392
31777731

‘ * Regla de la multiplicaciéon: P(IN M A) = P(N).P(A/N)
* Segun el teorema de la probabilidad total, es:
VENTANA P(A) = P(N).P(A/N) + P(N).P(A/N)

e Remate torero: si un dia hay accidente, €l espacio muestral se re-

d‘u cealdela ﬁgura,_zf la probablh(/iad de que haya NAA: NAA
niebla es la proporcion entre el nimero 380.k/31 PY

que expresa la probabilidad del suceso NN A y el
niamero (380.k/31) + (12.k/31), que expresa la ma-

380.k/31 12.k/31

sa total de probabilidad en el nuevo espacio muestral.
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FONEMATO 1.15.8

Si se seleccionan "k" dados con probabilidad 1/2k y tras lanzarlos se obtiene

suma 4, determinese la probabilidad de haber jugado con cuatro dados.

SOLUCION

Sea Ny el suceso de seleccionar "k" dados y "S" el suceso de obtener suma 4 al

lanzar los "k" dados. ObVio: si la suma es 4, como mucho se ha jugado con 4
dados, pues lanzando 5 o mas dados es imposible obtener suma 4. Hs:

P(S/Nl);1/6

Si se lanza 1 dado hay un caso favorable al suceso de obtener
suma 4, habiendo seis casos posibles

P(S/NZ);3/62

Si se lanzan 2 dados hay 3 casos favorables al suceso de obtenet
suma 4 (los casos (1;3), (2;2) y (3;1), habiendo 62 casos posibles

P(S/N3);3/63

Si se lanzan 3 dados hay 3 casos favorables al suceso de obtener
suma 4 (los casos (1;1;2), (1;2;1) y (2;1;1), habiendo 63 casos posibles

P(S/Ny) 11/64

Si se lanzan 4 dados hay 1 caso favorable al suceso de obtener
suma 4 (el caso (1;1;1;1), habiendo 64 casos posibles

Se mira el resultado de un experimento aleatorio (se ha obtenido su-
ma 4) y luego se busca la probabilidad de que dicho resultado sea
debido a una causa particular entre todas las posiblesicausas (se
nos pide la probabilidad de que se haya jugado con 4 dados). Segin el teorema
de Bayes (version cinemascope), es:

segun la definicién de probabilidad condicionada

- /S>i P(N, NS) _ P(N,, ).P(S/N,) -
4 P(S) * P(N{).P(S/Nj)+ ...+ P(Ny).P(S/Ny)

* Regla de la multiplicacion: P(N, N'S) =P(Ny, ).P(S/Ny)

* Seguin el teorema de la probabilidad total, es:

VENTANA
| P(S)=P(N;).P(S/N;) + ... + P(N,).P(S/N,)
1 1
_ 24'64
fu 1 3,1 1,1 1

S
26 2262 2363 24 64

P(N,)=1/21 ; P(N,)=1/22 ; P(N3)=1/23 ; P(N ) =1/24

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.15.9

En el mercado de un producto se sabe que el 30 % de los dfas de transaccion
intervienen especuladores. La probabilidad de que el precio del producto baje por
las fuerzas libres del mercado es del 40 %, mientras que la probabilidad de que
suba el precio por la actuaciéon de los especuladores es del 80 %. Si hoy el precio
ha bajado, calctlese la probabilidad de que hayan actuado especuladores:

SOLUCION

Siendo E el suceso de que un dia intervengan los especuladores y F el suceso de
que actten las fuerzas del mercado, es P(E)=0'3 y P(F)=0'7; y siendo'Brel su-

ceso de que un dia baje el precio, es P(B/F)=0'6 y P(B/E)=1-0'8=0'2:
Se mira el resultado de un experimento aleatorio (hoy el precio /ha ba-
jado) y luego se busca la probabilidad de que dicho resultado sea
debido a una causa particular entre todas las posibles’causas (se
pide la probabilidad de que hayan actuado especuladores). Segun el teorema de
Bayes (version escupitajo), es:

P(E).P(B/E) o 03.02
P(F).P(B/F) + P(E).P(B/E)  0'7.0'6 +0'3.0'2

P(E/B) =

En temas siguientes veremos mas ejercicios sobre Bayes, pero
las probabilidades de algunas "ramas" del arbol delscorrespon-
diente experimento por etapas estaran ligadas a "sucesos”
relacionados con variables aleatorias

Por ejemplo: El 60 % de las llamadas a un teléfono las hacen mujetes. La
duracién de una llamada (en minutos) tiene distribucion Exp.(2) si la hace una

mujer, y distribucién N(2;1) si la hace un hombre. Si una llamada ha durado
mas de 2 minutos, calculese la probabilidad de que la haya hecho unhombre.
Solucion

Siendo M el suceso de la llamada la haga una mujer y H el suceso de que la haga
un hombre, es PM)=0'6 y P(H)=0'4; asi, siendo B el suceso/de que una

llamada dure mas de dos minutos, segun el teorema de Bayes, es
P(H).P(B/H) B
P(H).P(B/H) + P(M).P(B/M) *

P(H/B) =

Sélo falta calcular la probabilidad P(B/H) de que una variable aleatgria
N(2;1) tome un valor mayor que 2, y la probabilidad P(B/M)/de que
una variable aleatoria Exp.(2) tome un valor mayor que 2 ..... de esos

calculos no te preocupes; ahora basta con tomar buena neta de que
mas adelante volveras a tropezar con Bayes, y las proba-
bilidades de las ramas del arbol del correspondiente
experimento por etapas estaran ligadas a sucesos
relacionados con variables aleatorias.

Tema 1: Probabilidad
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1.16 COMBINATORIA

Teorema general del conteo

Si una operacion o experimento puede realizarse de ny formas y por cada una de

ellas una segunda operacion puede realizarse de np formas, entonces las dos

operaciones pueden realizarse de ny.np formas.

Combinaciones ordinarias

Siendo "A" un conjunto formado por "n" elementos distintos, Illamamos
combinacion de orden "m" a todo subconjunto de "A" formado
por "m" elementos. El nimero de combinaciones de orden "m'" que pueden

formarse con los "n" elementos de "A" se denota C 1, :

n! n
n ==
Cm_ml.(n—m)! (m)

nl=1.23...n; m/=1.2.3....m ; (n—m)!=1.2.3....(n — m)

donde

Permutaciones con repeticion

Si un conjunto "A'" lo forman hq elementos iguales a a1, ho elementos iguales a
] 1 g 1, A2 g

a5, ... y hp elementos iguales a aj (siendo hy +hy + ...+ hi =n), llama-

mos permutacion con repeticion a toda alineacion de los ele-
mentos de "A". El nimero de permutaciones con repeticién quesse-pueden

formar con los "n" elementos de "A" se denota PR , siendo:
h1,h2, ... ,hi
!
PR = i = n!
hi,h,ohie (hyD).(hyD)......(hi ) *
si todos los elementos de " A" son distintos => h; =h, = ... =hp=1

Si k=2, caso que tendra protagonismo estelar en el Tema 3, cuando-estudiemos
la variable aleatoria llamada binomial, es:

_ n! n
PR __nl  _ hi!.(n—hy)! (h1)

hy;h2 — hyLhy! L n! (n)
T (n—hy)l.hy! ~ \hy
| hy =n—hy ;L;
hy +hy =
1rh2 n:{h1=n—h2

Por ejemplo, siendo A ={a,a,a,b,b} es k=2,hy =3y hy =2; asi, el atimero

de permutaciones con repeticién o alineaciones que pueden formarse con los 5

elementos de "A" es 10 (pues PR%Q =51/(31.21)=10), que son las siguientes:

aaabb ; aabab ; abaab ; baaab ; aabba
ababa ; baaba ; abbaa ; babaa ; bbaaa

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.16.1

1) ¢De cuantas formas puede elegirse un comité de 5 personas de entre 12 perso-
nasr? ¢Y si el comité lo forman 7 personas?

2) ¢De cuantas formas pueden 15 objetos distintos dividirse en dos grupos de 6
y 9 objetos respectivamente?

3) Dispones de cuatro monedas de distintos valores, scuantas sumas-diferentes
de dinero puedes formar con ellas?

4) Con siete consonantes y cinco vocales diferentes, scuantas palabras pueden
formarse de modo que tengan cuatro consonantes y tres vocales?

5) ¢Cuantos subconjuntos de 7 cartas con 2 oros y 5 bastos se pueden formar
con una baraja de 40 cartas?

SOLUCION

1) El numero de subconjuntos de 5 elementos que pueden formarse a partir de
12 elementos distintos coincide con el nimero de subconjuntos de 7 elemen-
tos que pueden formarse a partir de dichos 12 elementos; dicho nimerores:

12 _ 12! _ ~12
€7 _71.51_C5

2) El nimero de subconjuntos de 6 elementos que pueden formafse a partir de

15 elementos distintos es C L2, que coincide con el nimero de subconjuntos

de 9 elementos que pueden formarse a partir de 15 elementos distintos.

3) A la hora de elegir monedas para formar sumas, puedes elegir hacer sumas con

una moneda (el nimero tales de sumas es Cf = 4), sumas con dos monedas
(el namero tales sumas es Cé = 0), sumas con tres monedas (el nimero de
tales sumas es C% =4) y sumas con cuatro monedas (el numero de tales
sumas es erL =1). En total 15 sumas distintas.

4) Las cuatro consonantes pueden seleccionarse de CZ = 35 formas distintas.

Las dos vocales pueden seleccionarse de Cg =10 formas distintas:

Las 7 letras seleccionadas pueden alinearse de 7! = 5040 formas distintas.
Segun el Teorema General del Conteo, el numero pedido es 35.10.5040

5) A partir de los 10 oros de la baraja pueden formarse C 120 subconjuntos de

dos oros, y a partir de los 10 bastos de la baraja pueden formarse;C %O subcon-
juntos de cinco bastos. Por tanto, segtin el Teorema General del:Conteo, el

numero pedido es C 120 .C %O.

Acostumbrate a usar "ventanas": como
facilitan mucho la lectura de lo escrito,
tu profe te lo agradecera con su carifio.
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FONEMATO 1.16.2

A partir de un grupo de 5 hombres y 7 mujeres se forma un comité con 2 hom-
bres y 3 mujeres.

1) ¢De cuantas formas puede formarse el comité si puede pertener a él
cualquiera de las 12 personas?

2) ¢De cuantas formas puede formarse el comité si una mujer determinada ha de
pertenecer a éI?

3) ¢De cuantas formas puede formarse el comité si dos hombres/determinados
no pueden pertenecer a ¢l?

SOLUCION

1) Dos hombres de un total de 5 hombres pueden elegirse de Cg formas.
Tres mujeres de un total de 7 mujeres pueden elegirse de C; formas.

Segun el Teorema General del Conteo, el numero pedido es Cg .C; = 350.

2) Dos hombres de un total de 5 hombres pueden elegirse de Cg formas.

Si de las 7 mujeres una en concreto debe pertenecer al comité, quedan 6
mujeres para cubrir las dos plazas restantes de mujer, y dichas dos mujeres se

pueden elegir de Cg formas.
Segun el Teorema General del Conteo, el numero pedido es Cg .Cg =150.

3) Tres mujeres de un total de 7 mujeres pueden elegirse de Cg formas:

Si de los 5 hombres dos en concreto no deben pertenecer al comité, quedan 3
hombres para cubrir las dos plazas reservadas a los hombres, y'dichos dos

hombres pueden elegirse de Cg formas.

Segun el Teorema General del Conteo, el numero pedido es Cg .Cg =105.

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.16.3

De una urna con 8 bolas rojas, 3 blancas y 9 azules se extraen 3 bolas al azar.

Se pide:

1) Probabilidad de que las tres sean rojas.

2) Probabilidad de que las tres sean blancas.

3) Probabilidad de que 2 sean rojas y 1 sea blanca.

4) Probabilidad de que al menos una sea blanca.

5) Probabilidad de que se extraiga una de cada color.

6) Probabilidad de que se extraigan en el orden roja, blanca, azul.
7) Probabilidad de que ninguna sea roja.

SOLUCION

1) Siendo Rj el suceso de que la i-ésima bola extraida (i = 1,2,3) sea roja, se nos
pide la probabilidad del suceso S| = R1{ "Ry NMR3:

P(S1) = P(R; "Rz NR3) = PR1).PR2/R1).PR3/R; NREY =

_8 7 6 _ 14
01918 285
También puedes lidiar asi:
numero de casos favorables a Sq C% 14
P = numero de casos ibl A C20 285
posibles ? Cs
- VENTANA

El nimero de subconjuntos de 3 bolas rojas que se pueden formara

partir de 8 bolas rojas es C %, y el numero de subconjuntos de 3 bo-

las que se pueden formar a partir de las 20 bolas de la urna es:C %O

2) Siendo Bj el suceso de que la i-ésima bola extraida (i =1,2,3) sea blanca, se

nos pide la probabilidad del suceso Sp = B "By M B3:

P(Sy) = P(By N By N B3) = P(B).P(B,/B;).P(B3/B; N By) = 2—30. L

2
19°18
También puedes lidiar asi:

numero de casos favorablesa Sy C%

P(S2) =

numero de casos posibles C %O
3) El suceso de que 2 bolas sean rojas y 1 sea blanca es

S3 =R1N"RyNB3)UR1 "By "R3)U (B MRy MR3)

siendo:

P(S3)=PR1 "Ry nB3)+P(R1 "By N"R3)+PB;y "Ry mR3) i

(R1 "Ry N Bj3), (R MBy MR3) y (Bt mRy» MR3) son incompatibles

=P(R1).P(R2/R1).P(B3/R1 "Ry)+PR1).P(Br/R1).P(R3/R1 NBy)+
+P(B1).P(R2/B1).P(R3/B1 nRy) =....
Tema 1: Probabilidad
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Es mas rapido asi:

ndimero de casos favorablesa Sy C % -C% _ 7
numero de casos posibles f C %0 95

P(S3) =

A partir de las 8 bolas rojas pueden formarse C g subconjuntos de

dos bolas rojas, y a partir de 3 bolas blancas pueden formatse C 13
subconjuntos de una bola blanca; asi, segiin el Teorema General.del

Conteo, el numero de casos favorables al suceso S3 es C % .C %

4) El suceso S4 de que alguna bola sea blanca es el complementario/del suceso
de que ninguna bola sea blanca; asf:

P(S4)=1-P(ninguna blanca) =

casos favorables a ninguna blanca _q C 137

casos posibles f C %O

A partir de las 17 bolas no blancas pueden formarse

C 137 subconjuntos de tres bolas no blancas

También pquCS decir S4 :B1 UBZ UB3 = P(S4) :P(B1 UB2 UB3) =...

pero tardaras mucho mas en lidiar.

5) Siendo Ss el suceso de que cada bola sea de un color, es:

casos favorables a S5 C?-C % .C19

casos posibles C 20
d t °___ VENTANA

A partir de las 8 bolas rojas pueden formarse C ? subconjuntos.de una

P(Ss) =

bola, a partir de 3 bolas blancas pueden formarse C 13 subconjuntos de

una bola, y a partir de 9 bolas azules pueden formarse C 19 subcon-
juntos de una bola. Asi, segun el Teorema General del Conteo, el

numero de casos favorables al suceso S5 es C ? .C % .C 19

0) Probablidad del suceso S¢ de que se extraigan en el orden roja, blanca, azul:
P(Sg)=P(Ry nBy; M A3)=PRy).P(B,/Ry).P(A3/R1 A By)=
=(8/20).(3/19).(9/18)
7) Probabilidad del suceso S7 de que ninguna bola sea roja:

PS) = casos favorablesa S7  C 131
[ casos posibles % C %O

A partir de las 11 bolas no rojas pueden formarse

C %1 subconjuntos de tres bolas no rojas

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.16.4

Sacando 5 cartas de una baraja de 40, determinese la probabilidad de extraer:

1) Cuatro ases.

2) Cuatro ases y un rey.

3) Tres ases y dos sotas.

4) As, siete, sota, caballo y rey en cualquier orden.
5) Tres cartas de un palo cualquiera y dos de otro.
6) Al menos un as.

7) Tres figuras y dos cartas inferiores a 5.

8) No mas de un as.

9) Un nimero par de figuras.

SOLUCION
En todos los casos usaremos la regla de Laplace:

P(S) = numero de casos favorables al suceso S
numero de casos posibles

C%.C70
1) P(4 ases) = —————
C 40
— VENTANA 5

A partir de los 4 ases pueden formarse C j subconjuntos de cuatro ases,

y a partir de las 36 cartas restantes pueden formarse C %6 subconjuntos
de una carta; asi, segin el Teorema General del Conteo, el nimero de

casos favorables es C ﬁ .C 136. El nimero de subconjuntos de.5 cartas

que se pueden formar con las 40 cartas es C gt().

4 ~4
2) P(4 asesy 1 rey) = Ci-C
y Y$ Céo

A partir de los 4 ases pueden formarse C jr subconjuntos de cuatro ases,

y a partir de los 4 reyes pueden formarse C i‘ subconjuntos de un rey

C

SN

8
.C8

3) P(3 ases y 2 sotas) = 0
5

@)

A partir de los 4 ases pueden formarse C ‘3‘ subconjuntos de|tres ases, y

a partir de las 4 sotas pueden formarse C 3’ subconjuntos de dos sotas

4) Sea S es el suceso de obtener as, siete, sota, caballo y rey en cualquier orden:
4 4 4 b
Cy.Cy.CT.CY

m
C3

P(S) =

Tema 1: Probabilidad
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5) Sea T el suceso de obtener tres cartas de un palo cualquiera y dos de otro:

(4.c1).(3.cL)

P(T) =
40
4 Cs VENTANA

A partir de las 10 cartas de un palo cualquiera pueden formarse C 130 sub-

conjuntos de tres cartas, y como hay 4 palos, el numero de subconjuntos de

tres cartas del mismo palo es 4.C 130. A partir de las 10 cartas'de un palo

cualquiera pueden formarse C 120 subconjuntos de dos cartas, y como
quedan 3 palos para elegir, el nimero de subconjuntos de dos cartas del

mismo palo que pueden formarse con esos tres palos es 3:C EO.

6) P(al menos un as) =1 - P(ningin as) <1 - (c2/c¥0)

A partir de las 36 cartas que no son ases pueden

formarse C 26 subconjuntos de cinco cartas

7) Siendo X el suceso de obtener tres figuras y dos cartas inferiores a 5, es:

P(X)z(CF.CH)/CT

A partir de las 12 figuras pueden formarse C 132 subcon-
juntos de tres figuras, y a partir de las 16 cartas inferioresa 5
pueden formarse C 126 subconjuntos de dos cartas
36 4 36
C:® C{.Cy
40 40

C 5 C 5

8) P(no mas de un as) = P(ningun as) + P(1 as) =

9) Siendo W el suceso de obtener un nimero par de figuras, es:
P(W) = P(ninguna figura) + P(2 figuras) + P(4 figuras) =
28 12 ~ 28 12 ~ 28
40 40 40
€5 Cs Cs

ﬁuzco gue si "N" es el tamafio de una poblacién (de per®

de lo que sea) y "p" es la proporcién de individuos de esa poblacion
que poseen una cierta caracteristica "A", entonces, si seleccionamos

nn

"n" individuos, la probabilidad de que entre ellos haya "x

(N.p) (N -N. p)
individuos con la caracteristica "A" es = T

. 2 QA

‘_ a /. iMaquinal... acabas de inventar la
variable aleatoria llamada hipergeo-
métrica de parametros "N", "n" y

"p"... la estudiatemos en el Tema 4

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.16.5

Entre 15 dirigentes de un partido politico hay 5 corruptos. Si se seleccionan 3
dirigentes, determinese la probabilidad de los siguientes sucesos:

1) Ninguno de los seleccionados es corrupto.

2) Entre los seleccionados hay un corrupto.

3) Entre los seleccionados hay al menos un corrupto.
4) Todos los seleccionados son corruptos.

5) Entre los seleccionados hay dos corruptos.

0) Entre los seleccionados no hay mas de un corrupto.

SOLUCION

En todos los casos usaremos la regla de Laplace:

P(S) = namero de casos favorables a S
numero de casos posibles

c 10
1) P(ningun corrupto) = —3_

15
ek VENTANA —

A partir de los 10 no corruptos pueden formarse C 130

subconjuntos de 3 individuos. El nimero de subconjuntos'de3

politicos que se pueden formar con 15 politicos es € %5.

5 10
cj;.c}

2) P(1 corrupto) = C %5

A partir de los 5 corruptos pueden formarse C% subconjuntos

de un corrupto, y a partir de los 10 no corruptos pueden

formarse C 120 subconjuntos de dos no corruptos

10
3) P(al menos 1 corrupto) =1— P(ningtan corrupto) =1 - C—fS
3
C 5
4) P(3 corruptos) = —>-
C 15
3
C 5 C 10
5) P(2 corruptos) = —2 -1
C 15
3
0) P(no mas de un corrupto) = P(ningin corrupto) + P(1 corrupto) =

10 5 ~10
_cl cicl
15 15
C3 C3

Tema 1: Probabilidad
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FONEMATO 1.16.6

En San Fermin corren 6 toros bravos y 9 mansos. Uno de los dias dos toros
quedan rezagados del grupo, y por experiencia se sabe la probabilidad de que
haya algin herido es 0'8 si los dos toros rezagados son bravos, 0'6 si quedan
rezagados un toro bravo y uno manso, y 0'2 si los dos rezagados son mansos.

Calctlese la probabilidad de que haya algtin herido. Si lo ha habido; determinese
la probabilidad de que los dos toros rezagados hayan sido bravos.

SOLUCION

Siendo Tj el suceso de que queden rezagados

"i" toros bravos (i =0,1,2), es:

numero de casos favorables a T C% 36

P(Ty) = = =
(To) numero de casos posibles AC 125 105

Con los 9 toros mansos pueden formarse C 3

subconjuntos de 2 mansos.. El nimero de subconjuntos

de 2 toros que pueden formarse con 15 toros es C 125.

nimero de casos favorablesa Ty _ C 6.cy _ 54

P(T1) = nimero de casos pOSiblCS ; C 125 - 105

Con 6 toros bravos pueden formarse C 12 subcon-
juntos de un toro bravo, y con 9 toros mansos pueden,

formarse C19 subconjuntos de un toro manso

numero de casos favorables a Tp CS 15
P(T2> = - - = =
numero de casos posibles ¢ C 125 105
VENTANA
FCon 6 bravos pueden formarse C g subconjuntos de dos btravos

Si H es el suceso de que haya algin herido, es P(H/Ty) =0'2, P(H/T{)=0'6 y
P(H/T») =0'8; asi, segin el teorema de |la probabilidad total, es:

P(H) = P(Ty).P(H/Ty) + P(Ty).P(H/T}) + P(T5).P(H/T,) =
_ 36 gip 5% gy 15
= 105.O 2+105.0 6+105.0 8
Se mira el resultado de un experimento aleatorio (ha habido algin
herido) y luego se busca la probabilidad de que dichg resultado
sea debido a una causa particular entre todas las posibles causas
(se nos pide la probabilidad de que los dos toros rezagados sean brayos).

Segun el teorema de Bayes (version escupitajo), es:

P(T) P(H/To) _

P(To/H) = =250
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En examen no importa lo que sabes,

importa lo que parece que sabes.

EL PROFESOR QUE CORRIGE TU EXAMEN

Todos los profesores son de la misma opinion: corregir examenes no gusta.a-nadie,
no es trabajo agradable enfrentarse por n-ésima vez a la tarea de leery puntuar un
montdn de folios escritos por principiantes que en muchos casos no tienen nividea y
solo escriben barbaridades y estupideces sobre el asunto de sota, caballoyrey que
por j-ésima vez cae en examen. Por eso, cuando un profe se sienta a corregir
examenes no suele estar de buen humor.

Asi las cosas, no hace falta ser un lince para entender que lo que eseribamos en
examen debe diferenciarnos positivamente de los demaés... y para conseguir eso
basta escribir pensando que el profe que te ha de corregir "no sedlessabe” y
por tanto hay que "llevarle de la mano", explicAndole todos los aspectos relevan-
tes de las conexiones neuronales que establezcamos en cada caso y sembrando
el examen con latiguillos que nos hagan parecer auténticos profesionales.

e Megalatiquillo de remate relacionado con el concepto
de "probabilidad": tras averiguar que "p" es la probabilidad de un su-

ceso "A", quedards como torero de enorme tronfo si escribes: el que P(A) = p
significa que la frecuencia relativa de "A" converge en probabilidad a "'p"; o
sea, repitiendo el experimento bastantes veces, dicha frecuencia se aproxima a

"p" tanto como se quiera... y al escribir o decir tal cosa, procura contener la

risa, para que no se note que no tienes ni pufietera idea de qUEES la conver-
gencia en probabilidad, asunto del que nos separan un montén de-paginas,
pues lo estudiaremos en el primer tema de Inferencia Estadistica.

Acompaname a poner el
latiguillo 548 en su sitio...
y de paso ya te ensefio
mi coleccion completa

Tema 1: Probabilidad
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e A la menor ocasién, introduce el concepto de proporcion:

* Al hablar de la probabilidad condicionada: la probabilidad del su-
ceso B/A es la proporcion entre la masa (probabilidad) del suceso AN B y

la masa del suceso "A".
* Al hablar de la independencia de sucesos: "A" y "B" son inde-
pendientes si la proporcion P(B/A) entre la masa de A M By la masa de

"A" coincide con la proporcion P(B) entre la masa de "B" ylade Q....yla
proporcion P(A/B) entre la masa de A M B y la masa de "B" coincide con
la proporcion P(A) entre la masa de "A" yla de Q.
* Recuerda: si "A" y "B" son independientes, la probabilidad de'qué ocurra
uno de ellos no se altera por el hecho de que ocurra o no el otto.
e Siusaslaregla de Laplace, explica que su eso solo es legitimo sivel espacio
muestral esta formado por un nimero finito de resultados equiprobables:

e Experimentos por etapas
Si te plantean un experimento por etapas, explicitalo claramente y dibuja su co-
rrespondiente "arbol".

—> A
—>S1 ] A
—> .
—> A
@& >S5 —
—> A

5 -
. —> A
—) ﬂ_ K

Si en un experimento con infinitas etapas encuentras una serie geomeétrica (su-
ma de los infinitos términos de una progresion geométrica), explicitalowyexpli-
ca que esas series s6lo convergen si | razén | <1.

Los caramelos deben--envolverse con ‘.‘..‘.1or

Tema 1: Probabilidad
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e Latiguillo de arrangue para Bayes: se mira el resultado de un ex-
perimento aleatorio (ha sucedido "Tal") y luego se busca la probabilidad de
que dicho resultado se deba a una causa particular entre todas las posibles cau-

sas (se nos pide la probabilidad de que sea "Pascual" la causa de que haya su-
cedido "Tal").

Con Bayes emplea siempre la "solucion cinemascope" isparacalcular
la probabilidad del suceso S;/A , hablaris de la probabilidad condicionada, de

la regla de la multiplicacion y del teorema de probabilidad total,/incluyendo el
arbol del correspondiente experimento por etapas.

1/2 3/5 oA ESPACIO MUESTRAL
——S; — >0 — -
1 —)2/5 A SlﬁA SlﬂA SzﬁA SZﬂA
’ (@
8, o ® O o
1/—2>Sz—_3/8 S A 310 2/10  5/16 5.3/16

Y remata explicando que el que haya ocurrido "A" hace que el espacio mues-
tral se reduzca a "A", siendo P(S;/A) la proporcion entre la masa del suceso

AN S; ylamasa (probabilidad) de "A", que es el nuevo universo referencial.

1/2 3/5 o A ESPACIO MUESTRAL
>S1 N A : SiMA S, M A
Si ha 1 2

._ : nMAMN
5/8 ocurrido "A ’ ‘

—

A
—>S,— —
552 %A 3/10 5/16

Reserva la "solucion escupitajo” para cuando encuentres a Bayes en
mitad de la guerra de las Galias y por tener fundida la junta de la ¢ulata del mo-
tor de arranque de la catapulta de sotavento andes jodido de tiempo y no pue-
das entretenerte con florituras.

Acostumbrate a usar "ventanas": como facilitan
mucho la lectura de lo escrito, tu profesor te'lo
agradecera con su cariio y simpatia.
masa de (§; NA) P(§;NA)
HE )R masa de A - P(A) -
| segin la definicion de probabilidad condicionada |
_ P(S;).P(A/S;)
} P(S;).P(A/S)) +P(S,).P(A/S,) + ... + P(S, ).P(A/Sg)
* Regla de la multiplicacion: P(S; M A)=P(S;).P(A/S;)
* Segun el teorema de la probabilidad total, es:
P(A)=P(S;).P(A/S;) + P(S,).P(A/S,) + ...+ P(S,).P(A/S,)

Tema 1: Probabilidad
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