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1.1 INTRODUCCION

El verbo "inferir"

Como en las proximas 500 paginas estudiaremos la llamada Inferencia Estadisti-
ca, conviene empezat leyendo lo que dice el diccionatio sobre el verbo inferir,
pues lo que a nosotros nos interesa es la primera acepcion.

Inferir. (Del latin infere, llevar a):

Sacar una consecuencia o deducir una cosa de otra H Llevar consigo, ocasionar,

conducir a un resultado H Tratandose de ofensas, agravios, heridas, ete., produ-

cirlos o causatlos.

Inferencia paraméetrica

Como la vida es muy dura, con frecuencia Se esta analizando una variable
aleatoria "X" asociada a una cierta poblacion (imagina que\"X" expresa
la aleatoria altura de los ciudadanos) y se conoce "X" solo de forma par-
cial, pues aunque se sabe a que "familia" pertenece "X", se des-
conocen algunos de los parametros que identifican a " X
Por ejemplo:

e Se sabe que "X" es normal de media 7, pero se desconoce la varianza.

e Se sabe que "X" es normal de varianza 13, pero se desconoee lamedia.

e Se sabe que "X" es exponencial, pero se desconoce el parametro.

e Se sabe que "X" es normal, pero se desconocen la media y la'varianza.

/Desconocer algin para- No te \

metro 0 de la distribu- Holestes en
cién de probabilidad de
"X" es una gran puta-

preguntar a
‘ _' nadie, el valor
da, pues me impide cal- 4 ) de 0 es'im-
cular probabilidades de < posible cono-
sucesos relacionados con cerlo, no lo
"X" ... voy a llamar al sabe ni'Dios
mago Merlin para que ! \ /
\me diga el valor de 6 /

Ante tan dramatica situacién solo tenemos dos opciones:

1) Suicidarnos
2) Buscarnos la vida para "decir algo" sobre 0

Si no eliges la primera opcién, de inmediato te planteas la pregunta.del.millon:
¢, Qué hago para
"decir algo" sobre 67
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Detallada respuesta

Lo que harfa cualquiera: observar el valor que toma "X" en "n" indivi-
duos de la "poblacion” (o sea, "muestrear" la poblacién) y sacar jugo a
la informacidn que sobre el parametro 6 contienen los "n" valores
observados de la variable "X". Asf nace la estrella de la Inferencia Estadis-
tica: la variable aleatoria n-dimensional (Xj;....;X,,) que expresa los resultados
que pueden presentarse al seleccionar una muestra de tamafio "n"; devellas dire-
mos que es la variable muestral.

El muestreo aleatorio simple considera que las variables X, .... , X, que
forman la variable muestral (Xy;....;X,) son independientes y tiénen la misma
distribucién de probabilidad que la variable "X". Por ejemplo, si X~ N(170;0)
expresa la aleatoria altura de los ciudadanos y para "decir algo" sobre-G tomamos
una muestra aleatoria simple de tamafio 3, entonces, siendo X; la variable que
expresa la aleatoria altura del i-ésimo ciudadano seleccionado (1=1,2;3);1a estre-
lla de la pelicula sera la variable muestral (Xq;X,;X3) que expresa los resultados
que pueden presentarse, y admitiremos que Xq, Xo vy X3 son independientes y
todas tienen distribuciéon N(170;0).

A continuacién comentamos grosso modo la que se nos viene encima.

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias

Como la estrella de la historia es la variable muestral (Xy;....;X,) v "n" puede

ser todo lo grande que queramos, dedicaremos el Tema 1 a estudiar los intringulis

de una sucesion Xy,X,,....,X de infinitas variables aleatorias (indepen-

dientes o no, con la misma distribucién de probabilidad o no).

Tema 2: Estadisticos

Para "sacar jugo" a la "informacién" que sobre el desconocido 0 contienen los
"n" valores observados de la variable "X" utilizaremos estadisticos. Nada de
asustarse, un "estadistico" es una funcién de la variable muestral (Xq;....;X ),y

por tanto es una variable aleatoria unidimensional corriente y moliente. L.os esta-

disticos méds famosos son la media muestral y la varianza muestral:
1 < . :
T = o > X; = aleatoria media muestral
i=1
Ty = L Zn: (X; — Ty)? = aleatoria varianza muestral

o
Observa: a cada muestra le corresponde un valor del estadistico. Por ejemplo,
si la muestra seleccionada es la (4;6;11), en ella el estadistico Ty se concreta en

el numero 7, y el estadistico Ty se concreta en el nimero 26/3:
T =@4+6+11)/3=7
T, = ((4 N2+ (6-7)2+(11- 7)2)/3 =206/3

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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Tema 3: Estimacion puntual

Hacer una estimacion puntual del parametro 6 consiste en asig-
narle un valor concreto. Para ello se elige un estadistico "T" y se
asigna a 0 el valor que toma "T" en la muestra seleccionada.

Por ejemplo, considera que la variable "X" tiene distribucién de Poisson de pa-
rametro Oy que para hacer una estimacién puntual de 0 se toma una muestra de
tamafio 4 y se obtiene la (5;6;1;06); ast:

e Si como "estimador puntual" del parametro 0 elegimos el estadistico media
muestral T; = (X +X,+X3+X4)/4, como el valor que toma Ty enla mues-
tra (5;6;1;0) es 4'5, diremos que la estimacién puntual de O que para esa
muestra proporciona el estadistico T} es 0 =4'5.

e Si como "estimador puntual" del pardimetro 0 elegimos el estadistico "maximo
muestral" T3 = max.{X; X,;X3;X4}, como el valor que toma T3 en la
muestra (5;6;1;6) es 6, diremos que la estimacién puntual de 0" que patra esa

muestra proporciona el estadistico T3 es 0 = 0.

e Si como "estimador puntual" del paraimetro 0 elegimos el estadistico "minimo
muestral" Ty = min.{X;;X,; X3;X4}, como el valor que toma Ty en la
muestra (5;0;1;6) es 1, diremos que la estimacién puntual de 0 que para esa

muestra proporciona el estadistico Ty es 0 =1.

Naturalmente, una vez seleccionada la muestra, la "calidad" de la estimacion pun-
tual de O dependera de qué estadistico usemos como "estimador puntual”; por
eso se hace necesario establecer caracteristicas "deseables" (insesgadez, con-
sistencia, eficiencia y suficiencia) que nos permitan decidir si un cierto
estadistico "Pepe" es interesante para hacer una "estimacion puntual' del desco-
nocido valor de 0. La idea es sencilla: cuando el estadistico "Pepe" nos suplique
por sus muertos que lo elijamos a él como "estimador puntual" de' 0, analizare-
mos si "Pepe" posee esas caracteristicas "deseables" de insesgadez, consistencia,
eficiencia y suficiencia.

Lo tienes jodide: no eres\

alt@), no eres guap(@, no
eres tic(@, no/eres inteli-
gente, no eres sensible,

no eres dulce.... y ademas

te huelen los pies /

Porfa.... eligeme
a mi como
consorte

Como no podemos pasarnos la vida haciendo casting con la infinidad de estadis-
ticos que hay, se hara necesario inventar métodos de "construcciéon" de estimado-
res (método de la maxima verosimilitud y método de los momen-
tos).

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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Tema 4: Estimacion con intervalo de confianza

Abordaremos el problema de "decir algo" sobre el parametro 0 desde otro punto
de vista, pues en vez de utilizar un estadistico y los "n" nimeros que forman la
muestra seleccionada para hacer una "estimacion puntual" de 0, utilizaremos
un estadistico y los "n" nimeros de la muestra para determinar
un intervalo en el que con una confianza fijada de antemanoresta

el desconocido valor del parametro 0.
Tema 5: Contraste de hipotesis paramétricas

Por razones de elemental prudencia, una vez se ha estimado 0 (y por tanto se ha
establecido una hipotesis sobre 0), se plantea el problema de contrastar sila

estimacion realizada tiene mucho o poco que ver con la realidad. Y de inmediato
se plantea la pregunta del millon:

¢,Qué hago para "contrastar" una "hipotesis"
establecida sobre 6?

Respuesta:

Lo que harfa cualquiera: "observar" el valor que toma "X" en "k" individuos de la

"poblacién" y "sacar jugo" a la "informacion" que sobre el paraimetto 6 contienen
los "k" valores observados de la variable "X"; en concreto, utilizandoun estadis-
tico y los "k" nimeros que forman la muestra seleccionada, obtendremos un
nimero magico que nos permitira decidir si nos creemos la hipotesis establecida
0 no.

Inferencia no parameéetrica

Siempre hay quien lo tiene més jodido: se esta analizando unavariable
aleatoria "X" asociada a una cierta "poblacion” y no ‘se tiene ni
idea de la distribucién de probabilidad de " X".

’ iNi ideal... no sé

/c-Qué distribucion de si es norngal,
probabilidad tiene el ’ exppnenmal,
aleatorio beneficio uniforme...

diario que obtienes
vendiendo calabazas?

N

En tal situacion, la Gnica alternativa al suicidio es emplear el olfato para establecer
una hipotesis sobre el tipo de distribucion de "X" y "observar" el valor
que toma "X" en "r" individuos de la "poblacién", sacando jugo'a la"informa-
ci6on" que contienen los "t" valores observados de la variable "X"; en concreto,
utilizando un estadistico y los "t" nimeros que forman la muestra seleccionada,
obtendremos un numero magico que nos permitira decidir si nos creemos la
hipétesis establecida o no. Dedicaremos el Tema 6 a tan divertido asunto.

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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1.2 SUCESION DE VARIABLES ALEATORIAS

Una sucesion de variables aleatorias es una ley o criterio que a cada nimero natu-
ral le asocia una variable aleatoria.

Denotando X, a la variable aleatoria que la ley en cuestiéon asocia al numero na-

tural "n", para referirnos a la sucesion escribiremos {X,, }; es decir:

X 3= X0,X5, X5, e s Xy o}

1 - X1

2 > X2

3 - X3
N .

n — X,
—>

MURPHY FOR PRESIDENT

e Ley de Murphy: si algo puede ir mal, ira mal.

e Sexto lema de Murphy: nada es tan facil como parece.

e Quinto teorema de Murphy: si dejamos que las cosas
marchen solas, iran de mal en peor.

e Tercer axioma de Murphy: cuando las cosas ng"ptéeden
ser peores, empeoran.

e Ley de Murphy multidimensional: si una serie de eventos
pueden salir mal, lo haran en el peor orden posible!

e Cuarto teorema de Murphy: lo Unico que no se olvida es
lo que se apunta.

e Observacion de Murphy: para estimar el tiempo que re-
quiere una tarea, estimese el tiempo que deberia‘requerir,
multipliquese por dos y elévese la medicién a la mayor. uni-
dad subsiguiente. Asi, asignamos dos dias para una.tarea
de una hora.

e Segundo axioma de Murphy: todo herror que puedasdes-
lizarse no dudara en acerlo.

e Cuarto postulado de Murphy: sélo se hace bien lo que se
ha practicado suficientemente.

e Comentario de Fonemato: Murphy es muy optimista.

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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1.3 CONVERGENCIA DE UNA SUCESION
DE VARIABLES ALEATORIAS

Sea "U" una variable aleatoria con funcién de distribucién F(x) y generatriz de

momentos D(t):
F(x)=P(U<x) ; O(t)= E(et.U)

Sea {X} una sucesién de variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio
probabilistico que "U", siendo F,(x)y @, (t) las respectivas funciones de distri-

bucion y generatriz de momentos de la variable X :

F,(x)=P(X, <x) ; ®,(t)=E(eXn)
Convergencia en ley

Diremos que la sucesion {X,} converge en ley a la variable "U", y eseribire-

mos {Xn}#)U, si se satisface cualquiera de las siguientes condiciones, que
son equivalentes:

n_n

1) im. F, (x)=F(x), V x tal que F(x) sea continua en "x

n—> o
2) lim. @ (t)=D(t), V't
n— o
3 lim. Pla<X,<b)=Pla<U<Dhb),V (a;b]
n— o

Propiedades

1) Si {XH}L}U y "C" es una constante, sucede que:
X, +Cl—L5U+C; {CX, }—>CU
2)Si {X,}—=>Uy "o es una funcién continua, sucede que:

{8(X ) —L>g(U)

Convergencia en probabilidad

Diremos que la sucesion {X,} converge en probabilidad a la variable "U",
y escribiremos {X —L U, s para todo valor positivo de € sucede que:
lim. P(|X,-U|>¢g)=0
n— ©

o lo que es igual, pero dando el protagonismo al suceso ‘Xn - U‘ < & comple-
mentario del suceso ‘ X, — U‘ > g, sucede que:
lim. P(|X,-U|<e)=1
n— o

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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Interpretacion bidimensional

En la distribucién bidimensional de masa de probabilidad correspondiente a la

variable bidimensional (X, ;U), la pro-
babilidad del suceso ‘Xn — U‘ <g esla

masa que hay en el "tubo" sombreado
en la figura. El "eje" de ese "tubo" es la
bisectriz del primer cuadrante, formada
por los puntos que tienen iguales sus
dos coordenadas; obviamente, el "tubo"
es mas "delgado" cuanto mas préximo
a 0 sea el valor elegido para € >0.

Por tanto, al afirmar que {XH}L)U

se afirma que la sucesion {X,} es tal

que, sea cual sea el valor elegido para
€>0 (o sea, con independencia de la
"delgadez" del "tubo" que elijamos), la
masa que hay en el tubo, que es la pro-

lim. P(|X, -U|<e)=1,Ve>0
n— oo

babilidad del suceso ‘Xn - U‘ < g, se aproxima a 1 tanto como se quiera sin mas

que elegir "n" suficientemente grande.

Por ejemplo:

e Si £=10"100 1a probabilidad del suceso ‘Xn - U‘ <1010 se aproxima a 1

tanto como se quiera sin mas que elegir "n" suficientemente grande; es decir,
fijada una probabilidad o tan proxima a 0 como se quiera, hay unynimero na-

tural n( tal que si n=>n( ocurre que P(‘ Xy~ U‘ < 10_100) >1— o

e Si g=10~1000000000 "3 probabilidad del suceso ‘Xn - U‘ <10~1000000000 g¢

aproxima a 1 tanto como se quiera sin mas que elegir "n" lo bastante grande;
es decir, fijada una probabilidad o tan préxima a 0 como se quiera, hay un na-

tural nq tal que si n > nq ocurre que P(‘ Xy~ U‘ < 10_1000000000) >1=o.

Pues si el "tubo" pude ser
todo lo "delgado" que se
quiera, al afirmar que

{X,}—L>U se dice que,
cuando n— oo, la distribu-
cion bidimensional de ma-
sa asociada a la variable
(X, ;U) tiende a concen-

trase en la bisectriz del

\ primer cuadrante /

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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Observa: sila variable "U" toma el valor § con probabilidad 1 (o sea, "U" es
degenerada), la unidad de masa de probabilidad corres-

A
o 0 pondiente a la variable aleatoria bidimensional (X, ;U)
esta en la recta U=0; por tanto, la probabilidad del su-
B >Xu ceso | X, —U|=|X, —0[<e es la masa que hay en el

segmento de amplitud 2.€ que une los puntos "M" y "N" de la figura: Asf;al de-

cir que {X,}—— 0 se afirma que la AU ~—
n=1,2,3...

el valor elegido para € >0 (o sea, con 0 MPH—

independencia de la amplitud del
segmento MN que elijamos), la masa
que hay en el segmento MN, que es la
probabilidad del suceso ‘Xn -0 ‘ <eg,

se aproxima a 1 tanto como se quiera

sin mas que elegir "n" bastante grande.
d s 8 0-¢ g% ﬁ6 +¢€

O sea, la distribucién bidimensional de

sucesion {X, } es tal que, sea cual sea

masa asociada a la variable (X ;U) _
lim. P(|X, -0|<e)=4y¥e>0

tiende a concentrase en el punto (0;0) N> o0

de la bisectriz del primer cuadrante.

Interpretacion unidimensional

En la distribucién unidimensional de masa de probabilidad asociada.a-la-variable

7, =X, — U, la probabilidad del suceso

‘ZH‘E‘XH—U‘SS es la masa que hay Tm—bZH=Xn—U
en el intervalo [—€;€], cuya amplitud 2.€
es mis pequefia cuanto més proximo a 0 n=123 ...

sea el valor elegido para € > 0. Por tanto,

al afirmar que {XH}L)U se afirma que la sucesion {X, } es tal queysea cual

sea el valor elegido para € >0 (o sea, con independencia de la amplitud del inter-
valo [—€;€] que elijamos), la masa que en la distribucion de probabilidad de

Z, =X, —U hay en [-€;g]|, que es la probabilidad del suceso ‘ZH‘SS, se

aproxima a 1 tanto como se quiera sin mas que elegir "n" suficienterentergrande.

/ O sea, al afirmar que ‘ iQue gﬂipoﬂ/ez! ’

{X,}—L—>U viene a decirse que \J 4
la distribucion unidimensional de
masa asociada a la variable

—

N

Z, =X, — U tiende a concentrase

en el origen; es decir, Z,, tiende a

ser la variable degenerada que toma

\el valor 0 con probabilidad 1

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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Propiedades

1) Si (X, }—L5 U {X, - U—L>0. En efecto:

[=]8i X }—L>Ues lim P(X,-U|>€)=0,V&>0;ask
n—>»

00

lim. P(|X,-U-0|>¢)=0,V&>0
n— o

lo que demuestra que {X, — Ul—L—0.

Si {X, - U}—L>0es lim. P(|X,-U-0|>¢)=0, Ves0sasi
n— o

lim. P(|X,-U|[>¢)=0,V&>0
n— o

lo que demuestra que {XH}L)U.

2) Si {X,}—L—>U y"o" es una funcién continua, entonces {g(X, Ji——>g(U)
3) Estando definidas las sucesiones {X, }y {T} sobre el mismo espacio proba-

bilistico, si {X,}—L— Uy {T,,}——T, entonces:

Xy + T L U+T ; (X, T —L>UT

Si la sucesion {X /T, } tiene sentido, entonces {X, /T, }—L 5 U/T Jsiem-

pre que P(T'=0)# 0.
4) Si todas las variables que forman la sucesién {X,} tienen media finita y

lim. V(X,)=0, entonces {X,, — E(Xn)}L)O, pues V € >0 sucede que
n— o

P(| X, —B(X,)-0[>¢)=P(| X, —E(X,)[>¢)< VSZ(H)

Tchebychef

V(Xg)

As: 0< lim. P(X, ~E(X,)-0[>g)< lim. —7
€

n— n— ©

0

lo que demuestra que {X, — E(Xn)}i) 0.
5) Si todas las vatiables que forman la sucesion {X} tienen la misma media "m"

finitay lim. V(X,)=0, entonces {XH}L) m, pues V € > 0 sucede que

n—> o
V(X
P(‘Xn—m‘>a);P(‘Xn—E(Xn)‘>8)S+%
E(X,)=m Tchebychef
Asf: 0< lim. P(X,-m|>g)< lim. V&)
n— oo n— © €

lo que demuestra que {X }L) m.
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0) Siendo "C" una constante, para que {XH}L)C es suficiente (no necesario)

que lim. E(X,)=Cy Ilm. V(X,)=0.En efecto, V £€>0, es:
n— © n— ©

P(|X, - C|>&)=P((X, -C)? >82)SE((Xn -C)?)

A @
segin el teorema de Markov

—[VENTANA |
E((X, —C)?)= E(((Xn —EB(X,)+(E(X,) - C))Z) 4

2 2
=E| (X, ~E(X,))" +(E(X,) - C)" +2.(X, —EX,).EXH-O) =
~~ %/—J
no aleatorio no aleatetio

—E((X, —B(Xa))’ )+ (B(X,) ~ O +2E(X, —E(X,))(EH) 8=

B((X, —B(X,0)) = V(X,)
E(X, —E(X,))=EX,) - B(E(X,))=E(X,) - E(X,;)=0
= V(Xn> + (E(Xn> - C)2

V(X)) +(E(X,)-C)
_ (82 ) _

2
= 0< lim. P(|X, —-C|>¢)< lim. V&) + (B O)T_

n— oo n— o 82
si lim. E(X_)=Cy lim. V(X_)=0

n— oo n— o0

= {X_}—>C

Convergencia en media cuadratica

Diremos que la sucesion {X,} converge en media de orden

' alawvaria-

ble "U", y escribiremos {X,}—>U, si lim. E(|X, - U[")=0.
n— oo

Diremos que {X,} converge a "U" en media cuadratica en el caso r =2; es

decir, si lim. E((X, - U)2)=0,y escribiremos {X_,}—2—>U.
n— o

\

4 Una mierdecilla de masa muy alejada del punto "Pepe" produce mucha
dispersion respecto a "Pepe': si en el origen hay una masa 09999999y la

masa restante, 1077, est4 en el punto 101000 e] momento de orden 2 de
esta distribucion respecto al origen (que es una medida de la dispersion de

la distribucién respecto al origen) es brutal, nada menos que 10~7.102000,
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Siendo E((X, — U)?2) el momento de orden dos de la variable X, — U respecto
al origen, el valor de E((X, —U)?2) es una medida de la dispersion de la

distribucién de probabilidad de X, — U respecto al origen. Por tanto, al decir

que {Xn}—Z)U se dice que la medida de la dispersion de X, — U respecto al
origen tiende a 0 si n—>00; o sea, la inmensa mayoria de la masa de la distribu-
ciéon de X, — U esta muy proxima al origen y no hay masas (aunque sean irrele-
vantes) muy alejadas de éL

Relacidon entre las convergencias
o Si {X, LU= {X, }—E>U.

El reciproco no es cierto, salvo si "U" es una variable degenerada (toma un
unico valor con probabilidad 1).

e Si {X, }—2)U = {XH}L)U. En efecto:

E((X, -U)2
(X0~ U[>e)=P(X, - U >e2) ( > )
segtn el teorema de Markov
E(<Xn - U)Z)

= 0< lim. P(|X, -U|>¢)< lim. 0=

n— n— © g2
si lim. B((X, -U)2)=0

n— o

= {X,}—L>U

A los examenes, sean de Estadistica, de Fisica, o
de lo que sea, debes llegar con una CESTA LLENA DE
LATIGUILLOS, para sembrarlos por doquier entre los cal-
culos que hagas y asi lograr que me quite el sombreroy
se me caigan los pantalones al corrﬁir tu examen.

ESPAB
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FONEMATO 1.3.1

Sea {X} una sucesion de variables aleatorias independientes, todas con distribu-

cién uniforme en el intervalo (0;a). Utilizando la acotaciéon de Tchebychef, de-

muéstrese que {Z, }i)a siendo:

Z, ZX = 2.(Media aritmética de X{,X,,.... ,X4)
=1

SOLUCION

Demostratemos que {Zn}i)a si demostramos que V € >0 sucede que

lim. P(‘Zn—a‘>€)20

n— o
Es:
_ 2 25ya_2 2a_
E(zn)_E[ ZXJ ;E(X)fnzz—n.n.z—a
X; # U(0;a)= E(X;)=(0+a)/2=a/2
V(Z, 2
P(|Zy —a|>€)=P(Z, ~E(Zy,)|>¢€)< iz ):35;82
Tchebychef J T
—VENTANA |

pues X1>X2! ,X

o son independientes

n ¢ n

V(zn)zv(%.z Xi]:%z‘z V(Xi)T Z s O
i=1 i=1

X; ~ U(0;2) = V(Xi)z(a—0)2/12=a2/12

Asi;es 0< lim. P(‘Z —a‘>8)< lim.
n— oo n— o 3nE
lim. P(‘Zn—a‘>€)=
n—

=0, lo que demuestra que:

y eso significa que la distribuciéon unidimensional de masa de probabilidad aso-
ciada a la variable W, =7 —a tiende a concentrase en el origen; es-decir, W,

tiende a ser la variable degenerada que toma el valor O con probabilidad 1.

Latiguillo: parrafo corto o esquema
gue explica lo fundamental del
asunto que llevamos entre manos.
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FONEMATO 1.3.2

1) Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, todas con las

misma distribucién de probabilidad, con media p y varianza 62, ambas fini-

tas. Utilizando la acotacién de Tchebychef, demuéstrese que {Zn}i)u,
Xg-
2) Razonese si la anterior demostracion es cierta si solo exigimos que las variables

siendo Z,, la media aritmética de X,X5, ....

b

de la sucesion {X,} sean incorreladas, no necesariamente igualmente distri-

buidas, aunque todas con la misma media y la misma varianza finitas.

SOLUCION

1)Sea Z, = ZX = Media aritmética de X{,Xo,.... ,X .
i=1

Demostraremos que {ZH}L) K si demostramos que V € >0 sucede que
lim. Pz, —p|>€)=0

n— oo

E(Zn):E£ ZX} 1ZE(X)—— L=p

E(Xi)zu,‘v’1=1,2, .....

B—»

v
B Zo — |5 €)= (| Zy — BZ)|> £) < inJ f
Techebychef J T

pues Xl,Xz, ,X

o son independientes

V(Z,)= V[ﬁi }l ZZV(X)—%,iGZ:%_n_Gzzﬁ_Z
= n 0 ? = n n

| VENTANA | V(X,)=02,Vi=12,....n
Por tanto: 0< lim. P(|Z, —p|>g)< lim. 0—22—0
—> © n— oo N.&E

lo que demuestra que lim. P(‘ Z,— u‘ > 8) =0.
n—» o

2) Si las variables de la sucesion {X} son incorreladas, aunque no tengan la mis-

ma distribuciéon de probabilidad, si todas tienen la misma media W, y.Ja‘misma

varianza 62 (ambas finitas), es:

E(Zy)=u; V(Zy) ; 62 /n

pues X1,X9, .... ,X,, son incorreladas

Por tanto, sigue siendo valida la demostracion hecha en 1).
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FONEMATO 1.3.3

Sea {X,,} una sucesion de vatiables aleatorias independientes, todas densidad

f(x)= e~ (x=A) x>\

Demuéstrese que {ZH}L)K, siendo Z, = min{X{,Xo, ..., X }.
SOLUCION

Demostraremos que {ZH}L)Q\, demostrando que V € >0 sucede que

lim. P(|Z, —A|>€)=0

n— oo

En efecto:
lim. P(|Z,-\|>¢)=
n— oo

= lim. (P(Z,<A—g&)+P(Z,>L+¢g))=

n—

P(Z, <k —¢€)=0, pues como X{,X,, ..., X, 10 toman
valores inferiores a A, entonces Z, = min.{X,X,, ..., X, }
no toma valores inferiores a A

= lim. P(Z,>A+¢)=
n— 4
como Z, =min.{X{,X,, ..., X}, seraZ >\ +¢
slosi X; >A+¢g, Vi=12 ... ,n

= lim. P(X;>A+&X,>A+85..5X, >h+e

n— oo )$
pues Xl ,X2 & 000C ,Xn
la misma distribuciéon de probabilidad

son independientes y todas tienef

= lim. (P(Xi >7\,+8))n = lim. (I;OO e—(x—k),dx)n =

n— n—> o +e

= lim. ((—e—<x—k>)1°+°S )n = lim. (e®-e)" =lim. en&=0
n— n— oo n— o

iEn examen no hay que desaprovechar
ninguna ocasion para acreditar que
no somos del monton!

iEn examen no importa lo que sabes,
iImporta lo que parece que sabes!
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FONEMATO 1.3.4

Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias, tomando X, valores 1 y 0 con

probabilidades respectivas 1/n y 1—(1/n). Demuéstrese que {X —L 0.

¢Qué ocurre con la convergencia de la funciones de distribucién de las variables
que forman la sucesion?

SOLUCION
o {XH}L)O si V €>0 sucede que lim. P(‘ X, —O‘ >8)=O.
n— oo
Es:

lim. P(|X,—-0|>¢g)= lim. (P(X,<-e)+P(X,>¢g))=
n— n— ©

P(X,, <—€)=0, pues X, no toma valores negativos

sie<1 ——= lim. 1/a=0
= lim. P(X,>g&)=—o =
N Gie>] —= lim. 0=0
n— oo
1—1/n /0 | VENTANA|
! ' > X
0 e 1 & n

Si € <1, la probabilidad del suceso X, >€ es 1/n
Si € 21, la probabilidad del suceso X, >¢€ es 0

e De otro modo: si "C" es una constante, para que {XH}L)C es suficiente
(no necesario) que lim. B(X,)=C y Iim. V(X,)=0.

n— n— o

En nuestro caso C =0, siendo:

E(X,)=0DP(X, =0)+1.P(X, =1)=1/n

v
lim. E(X,)= lim. L=0; lim. V(X,)= lim. (l—i)zo

n— oo n— oo 1 n— oo Tn—)oo n 'n2
V(X,)=E(X3) - (E(Xy))? =
=(02.P(X,, =0)+12.P(X,, =1)) — (1/n)2 =(1/n) — (1/n)?

0 six<0
e Funcion de distribucion de X, : F (x)=P(X, <x)=41-1/nsi0<x <1
1 six=>1
0 six<O0 0six <0
Por tanto: lim. F (x)= lim. {1-1/nsi0<x<1;=41si05x<1
0= © = © 1 six =1 Isix21

que es la funcién de distribucién de una variable degenerada que concentra to-
da la masa de probabilidad en el punto x =0.
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FONEMATO 1.3.5

Sea {X,} una sucesiéon de variables aleatorias, tomando X, valores "a" y

a+n.b (b#0) con probabilidades respectivas 1—(1/n) y 1/n.

1) Demuéstrese que {Xn}i) a.

2) Esttdiese si {X,, }—2—a.

SOLUCION

1) Demostraremos que {Xn}i)a si demostramos que V € >0 sucede que

lim. P(|X,-al>€)=0
n— o

lim. P(‘Xn—a‘>8):nli_r)no.o (P(X, <a—g)+P(X, >a+8))=

n— oo

P(X, <a—¢g)=0, pues la variable X no toma valores menotes que"a"

sie<nb = lim. 1/n=0
= lim. P(X,>&)=—] N
n— 0 sie2nb ——= lim. 0=0
n— o
1-1/n 1/n | VENTANA ]

<+“—— nb —»

| |
> X
a € a+n.b € o

Si € < n.b, la probabilidad del suceso X, >€ es 1/n
Si € 2 n.b, la probabilidad del suceso X, >¢€ es 0

Observa: sabemos que si "a" es una constante, para que {Xn}i)a esssufi-
ciente que:

lim. E(X,)=a; lim. V(X,)=0

n— oo n— oo

La sucesion dada {X,} demuestra que las anteriores condiciones 1O SON ne-

cesarias, pues {X,}—L—>a y sin embargo lim. E(X,)#a:
n—

lim. E(X,)T lim. (a+b)=a+b#a

n— © ?n—) ©
E(X,)=aP(X, =a)+(a+nb).P(X, =a+nb)=
_ _1 1_
=a.(l n)+(a+n.b).n a+b
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) Xy}—%>asi lim B((X, —a)2)=0.
n—

Es:
lim. E((X,-2)2)=lim. E(X2-2aX, +22)=
n— oo n— oo

= lim. (E(X2)-2aE(X,)+a2)=

n— o

*E(X,)=a+b
* B(X2)=22.P(X_ =a)+ (a+nb2.P(X_, =a+nb)=

=a2.(1— %) +(a+ n.b)Z% =a2 +2ab+nb?

= lim. (az +2ab+nb2-2a(a+b) +a2) = lim. nb2 =00
n— o0 n— oo

Por tanto, la sucesion {X, } no converge a "a" en media cuadratica.

/El asunto de la convergencia en\
probabilidad y en media cuadrati- _'
ca tendra protagonismo estelar
cuando hablemos de la
consistencia de los estadisticos

N -

mostumbrate a usar ventanas,
pues facilitan mucho la lectura
de lo escrito, por lo que tu pro- ’
fe te lo agradecera con su
_ carifio y simpatia

Pedrusco "K" = Pedrusco "T"
VENTANA 4
Razonamientos o calculos que permiten

pasar de un lado a otro del "=" o0 de "="

Pedrusco "K" 5 Pedrusco "T"
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FONEMATO 1.3.6
Siendo Z = U(-1;1), sea {X,} una sucesion de variables aleatorias tales que

—1si—-1<Z<-1/n
X,=90si-1/n<Z<1/n
1 sil/n<Z<1

1) Calculese la funcién de distribucion de X,,. A partir de ella, demuestre que la

sucesion dada converge en ley a cualquier variable aleatoria que tome los valo-
res —1 y 1 de modo equiprobable.

2) Sea "W" la variable aleatoria tal que W = {_11 z 8i<zz<j 0
Pruébese que {X,}—=>W y que {X,}—2>W -

SOLUCION

1) Siendo Z~ U(—1;1), su funcién de densidad es

f(z)=1/2, —1<z<1

Por tanto:
P(X, =-1)=P(-1<Z<~1/n)=[_"" fz.dz=... = (n 21)/2:n
P(X. =0)=P(~1/n<Z<1/n)= jz;ln £(z).dz=...=1/n
P(X,=1)=P(1/n<Z<) =}, ()de=.=(n=1)/2

Asi, la funcién de cuantia de la variable X, es:

X I 0 1
PX,=x)|(n—1/2.n 1/n (n—1)/2n

La funcién de distribucion de X, es:

0 six <—1
(n—=1)/2.n si—1<x<0

F,(x)=P(X,<x)= (n+1)/2.n si0<x<1

1 six >1
Es:
0 st x <—1 0 six<~—l
. L (n=1/2n si—1<x<0[| |1/2 si=1<x<0
nlinc;an(X)_nlinéo (n+1)/2.n si0<x<1 [ |1/2 si0€x <1
1 six21 1 sixzl

que es la funcién de distribucion de una variable aleatoria que toma los valores
—1 y 1 de modo equiprobable.
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2) Para probar que {Xn}#)w basta probar que "W" es una variable que
toma los valores —1 y 1 de modo equiprobable. Es:

POW =-1)=P(-1<Z<0)=[" f().dz=...=1/2
POW =1)=PO<Z<)= [ f(z).dz=...=1/2
e Probaremos que {Xn}—Z)W probando que lim. E((Xrl - W)Z) =0.
n—
Es:
lim. B((X, - W)2)= lm. =0
| n— fn—) o N
| VENTANA |
E((X, - W)2) ?(—1 — (-D))*P(X, =—1;W = 1)+
W/ X, -1 0 1
-1 "W"y X, no son independientes, pues ambas
1 estan determinadas por el valor de "Z"

+H(-1-1) P(X, =—1;W =1)+ (0~ (-1))* P(X, =0; W =1+
+(0-1)* P(X, =0;W =1)+(1 - (-1))* . P(X, =1, W ==1) +
+(1-1)° P(X, =1;W =1) =
=4P(X, =-1;W=1)+P(X, =0;W=-1)+
+P(X, =0;W=1)+4P(X, =1;,W=-1)=
=4P(-1<Z<-1/n;0<Z<1)+P(-1/n<Z<1/n;-1<Z<0)+
+P(-1/n<Z<1/n;0<Z<1)+4P(1/n<Z<1;-1<2%<0)=

el primer sumanando es 0, pues los sucesos —1<Z<—1/n
y 0 <Z <1 son incompatibles; el cuarto sumando es 0, pues los
sucesos 1/n<Z <1y —1<Z<0 son incompatibles

=P(-1/n<Z<1/n;-1<Z<0)+P(-1/n<Z<1/n;0<Z<1)

>l

la interseccién de los sucesos —1/n<Z<1/n y —1<Z<0
es el suceso —1/n <Z <0; la interseccion de los sucesos™
—1/n<Z<1/ny 0<Z<1leselsuceso 0<Z<1/n

=P(-1/n<Z<0)+P(0<Z<1/n)=
1/n

:_'._01/n %'dZ+J.0 %.dzz :%
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FONEMATO 1.3.7

Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias, tomando X, valores 0 y n2 con

probabilidades respectivas 1 —1/ny 1/n. Demuéstrese que {Xn}i) 0.
SOLUCION

Demostraremos que {X,, }—L—0 si demostramos que V & >0 sucede qie
lim. P(|X,-0[>¢)=0

n— o
Es: lim. P(|X,-0|>¢)=lim. (P(X, <-g)+P(X, >g))=
n— o n— o
P(X,, <—€)=0, pues X,, no toma valores negativos
sie<n? —= lim. 1/n=0
= lim. P(X,>g)=—] n—> o0
e sig>n2 — = lim. 0=0
n— o
1=1/n 1/n | VENTANA |

| |
0 e n2 e >X

Si € <n?, la probabilidad del suceso X, > ¢ es I/a

n

Si €>n2, la probabilidad del suceso X, >¢& es 0

Observa: sabemos que si "C" es una constante, para que {X —L 5C essu-
q para q n

ficiente que lim. E(X,)=C y lim. V(X,)=0.
n— n— o

La sucesion dada {X,,} demuestra que las anteriores dos condiciones N0 SON
necesarias, pues {X,}——0 y sin embargo lim. E(X,)#0:
n— o

lim. E(X,)= lim. n=+00#0
n— O ?n—)oo

E(X,)=0P(X, =0)+n2.P(X, =n2)=n2.(1/n)=n
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1.4 TEOREMA DE BERNOUILLI

La frecuencia relativa de un suceso converge en
probabilidad a la probabilidad del suceso.

En efecto, llamando €Xit0 al suceso de que como resultado del experimento

ocurra el suceso "A", si P(A) = p, la variable T, que expresa el nimerode "éxi-
tos" al repetir el experimento "n" veces tiene distribucién B(n;p), v la variable
Z, =T, /n expresa la frecuencia relativa del suceso "A" al repetir el expe-

rimento "n" veces. Asi, siendo € > 0, es:

T, = B(n;p)= B(T,) =n.p= E(Z,) = B(T, /n) = B(T, )/a=p

P(‘Zn —p‘>g)iP(‘Zn _E(Zn>‘>8)£ V(Zn> — P(l—p)

g2 n.g2
Tchebychef T

T, ~ B(n;p)= V(T,)=np.(l-p)=
= V(Zy)=V(T,/n) = V(T,)/n2 =p.(1 - p)/n

(1-
Por tanto: 0< lim. P(Z, —p|>e)< tim RUZP_g
—> ®© n— n.e

lo que demuestra que {Z, —L p-

Utilidad del teorema de Bernouilli

En un experimento aleatorio, siendo "A" un suceso tal que P(A) = p, quetemos

determinar el ndmero "n" de veces que debe repetirse el experimento para que

no sea superior a o la probabilidad de que la frecuencia relativa del.suceso "A"

se diferencie de "p'" en un cantidad superior a €; es decir, buscamos "n" tal que
s q

P(‘ Z,—p ‘ > E) < av. Obviamente, como P(‘ Z,— p‘ > 8) < p.(1— p)/(ne2Y, sera

P(|Z, - p|>€)<p(-p)/(ne2)<a
siempre que n>p.(1—p)/a.€2. Por ejemplo, si p=02,e=0"1y w=0'01, sera
P(|Z, — 02| >01) <001 siempre que n>0'2.(1-0'2)/(0'01.0'12) =1600.
Si desconocemos el valor de "p", acotamos el producto p.(1—p). con la
menor de sus cotas supetiores, que es 1/4; por tanto, serd P(‘ 2y — p‘ > 8) <o
siempre que n>1/(4.a.€2) > p.(1 - p)/(on.€2).
Por ejemplo, si € =01y o =0'01, sera

P(|Z, —p|>01)<001

si n>1/(4.0'01.0'12) > p.(1 - p)/(0'01.0'12), es decir, si n>2500.

Si gp)=p.1—-p=g'(p)=1—2.p esnulasi p=1/2, y como
g"(1/2)=-2<0, el valor de g(p)=p.(1 — p) es maximo si p=1/2,
siendo g(1/2)=1/4.

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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FONEMATO 1.4.1

Determinese el numero "n" de veces que debe lanzarse una moneda para que no
sea inferior a 0'8 la probabilidad de que la frecuencia relativa del suceso "cara" es-
té comprendida entre 0'45 y 0'55. ;Cuantas veces debe lanzarse la moneda para
que no sea inferior a 0'9 la probabilidad de que la frecuencia relativa del suceso
"cara" esté comprendida entre 0'49 y 0'51?

SOLUCION

e [lamando "éxito" al suceso "obtener cara", si P(éxito)=0'5, la variable X;
que expresa el nimero de "éxitos" (0 6 1) en el i-ésimo lanzamiento tiene dis-
tribucién de Bernouilli de parametro 0'5, y la variable T, = Xy +aii+ X, que

"

expresa el numero de "éxitos" en "n" lanzamientos tiene distribucion

B(n;0'5), supuesto que Xy, .... , X, son independientes.

Obviamente, la variable Z, =T, /n expresa la frecuencia relativa del suceso

"cara" en "n" lanzamientos de la moneda, y se nos pide que determinemos "n"

de modo que P(0'45<Z, <0'55)=20'8; es:
P(0'45<Z, <0'55)=P(| Z, —0'5\<0'05)=+

T, = B(n;0'5)= E(T, )= 0'5.n = E(Z,, ) = E(T, /n) = B(T,)/n =0'5

V(Zy) =1- 0'>2/n =08 =

:P(‘ZH—E(ZH)‘<O'OS)i1— G050 T T

Tchebychef

T, = B(n;0'5)= V(T,)=0'520 = V(Z,)= V(T, /n) = V(T,)/n2 =0'52 /n

0'52 .
/0 o> 0525
0'052 0'052.0'2

e Determinemos "n" de modo que P(0'49<Z, <0'51) = 0'9:

P(0'49 < Z, <0'51)=P(|Z,, - 0'5|< 0'01) =
V(Zy) _, _05%/n

=P(|Z, —-E(Z,)|<001)>1- >09=
=2 =2
057/ ¢ gy = 0> 052 _ 5500
0'012 0'012.01

Aunque es menos elegante, puedes aplicar 1a receta del teéorema, de

Bernouilli: si Z, expresa la frecuencia relativa del suceso "éxito".en "a" ex-

perimentos de Bernouilli independientes y todos con probabilidad "p" de
"éxito" conocida, es P(|Z, — p|>€)<p.(1 - p)/n.g2.

Asi,es P|Z, —p|>€)<p.(1-p)/ne? <a si n>p.(1-p)/a.g2.

En nuestro caso es p=0'5, e=005ya =1-0'8=0"2.

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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FONEMATO 1.4.2

La probabilidad de transitos en un aeropuerto se desconoce. Para estudiar la ren-
tabilidad de una instalacion hotelera en el aeropuerto, se estima dicha probabili-
dad mediante la frecuencia relativa de transitos respecto al total de viajeros del
acropuerto. Determinese el nimero "n" de pasajeros que deben observarse si se
quiere que no sea mayor que 0'05 la probabilidad de que la desviacion entre la
frecuencia relativa de transitos y la probabilidad desconocida sea superior a 0'06.

SOLUCION

Llamando "éxito" al suceso de que un pasajero esté en transito, si P(éxito)= p, la

variable X; que expresa el numero de "éxitos" (0 6 1) con el i-ésimo-pasajero tie-

ne distribucién de Bernouilli de parametro "p", y la variable T, = X + ...+ X
n._n

que expresa el numero de "éxitos" entre "n" pasajeros tiene distribucién B(n;p),

supuesto que X1, .... ,X, son independientes.

Obviamente, la variable Z, = T, /n expresa la frecuencia relativa de pasajeros en
transito entre "n" pasajeros, y se nos pide que determinemos "n" de modo que

P(|Z, - p|>006)<0'05
Es:

T, = B(n;p) = E(T,)=np= B(Z,)=E(T, /n)=E(T,)/a =p
V(Z,)"
0'062 /A

P(|Z, —p|> o'oe)i P(|Zy —E(Zy)|>0'06) <

Tchebychef

T, =B(n;p)= V(T,)=np.(1-p) =
= V(Z,)=V(T,/n)=V(T,)/n2 =p.(1-p)/n
p(=p)/n _ ey s PA=P)
0'062 ~0'062.0'05 A

como desconocemos "p", no hay mas remedio que acotat

—

el producto p.(1 — p) mediante la menor de sus cotas superiores,

que es 1/4, pues V pe (0;1) es p.(1-p)<1/4  [VENTANA |

1/4 p-(1-p) p-(1-p)
—n> > —n>1389> PV P)I
1= 0062.0'05 - 0'062.0'05 0'062.0'05

Aunque es menos elegante, puedes aplicar la receta del teorema de

Bernouilli: si Z, expresa la frecuencia relativa del suceso "éxito" en "n"

experimentos de Bernouilli independientes y todos con probabilidad:"p" de
"éxito" desconocida, es P(|Z, — p|> &) <p.(1 - p)/n.g2.
Asi, como p.(1—p)<1/4, es:
P(Z, -p|>€)<p.(l-p)/ne2 <1/(4.ne2)<a sin>1/(4.0.82)
En nuestro caso es € =0'06 y o = 0'05.

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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1.5 TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

Se dice que la sucesion de variables aleatorias {X} verifica el teorema Central

del Limite si la correspondiente sucesion de variables tipificadas converge en ley a
la variable N(0;1), o lo que es igual, la sucesion {X,,} converge en ley a la not-

mal con media y varianza las de X,,.

Hay que
aprender
a usar las
ventanas

EL PROFESOR QUE CORRIGE EL EXAMEN

Todos los profesores son de la misma opinion: corregir examenes no
gusta a nadie, no es trabajo agradable enfrentarse por n-ésima vez a la
tarea de leer y puntuar un monton de folios escritos por principiantes que
en la mayoria de los casos no tienen
ni idea y solo escriben barbaridades
y estupideces sobre el asunto

de sota, caballo y
rey que por j-esima
Vez cae en examen.
Por eso, cuando un
profe se sienta a
corregir examenes no
suele estar de buen
humor.

Asi las cosas, lo que
escribamos o dibujemos en
examen debe diferenciarnos positivamente de los demas, y para
conseguir tal diferenciacion y que al profe se le caigan los pantalo-
nes, basta escribir o dibujar pensando que no se lo sabe y“por tan-
to hay que llevarle de la mano, explicandole todos los aspectos mas
relevantes de las conexiones neuronales que establezcamos en cada
caso.

iMe quito el
sombrero!

Tu examen
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1.6 TEOREMA DE LINDEBERG-LEVY

Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias independientes, todas con la misma

distribucién de probabilidad, con la misma media p y la misma varianza 62 (am-

bas finitas). Sea {S,} la sucesion de variables aleatorias tales que
S1=X1;82:X1+X2; ..... ;Sn=X1+X2+....+Xn; .....
e Lindeberg-Levy demostraron que la sucesion {S,} verifica el teorema Central

del Limite; es decir: {(S,, — E(S))/y/V(Sp) }—2—>N(0;1), 0 lo que es igual:

[Sa}—LoNES L) V(Sa))

Esto significa que cuando "n" es grande (= 30), la distribuciéon de probabilidad
de la variable S, =Xy + X, +.... + X, puede aproximarse mediantéila nor-

mal con media y varianza las de S, que son:

E(Sn)_E[iXihn.u ; V(sn)_v[i Xi]$n.02

i=1 i=1
EX)=p Vi=12, .. ,n V(X,)=02,Vi=12..,n

Por tanto, si "n" es grande (= 30), la distribucién de probabilidad de la varia-

ble S, =X + X, +.... + X, puede aproximarse mediante la N(n.u;G.\/H).
e También verifica el teorema Central del Limite la sucesion {Xn, },/siendo
Xn =Xy + X5 +.... + X,)/n = Media aritmética de X1, ..u, Xy

O sca:

{Xn}%N(E(YQ);JV(Xn))?N(u;c/\/ﬁ)

E<Yﬂ>=E[ ZX jT M V<Xn>=v&i XiJ &

E<Xi>:H>V1:132> e 511 V(X;)=02,Vi=12,..,n

/EI gue asi sean las cosas es estupendo, pues \
a partir de ahora seran incontables las veces
que trabajaremos con la suma o la media
aritmeética de un elevado numero de
variables aleatorias independientes,
todas con igual distribucién de
\\probabilidad, la misma media y la misma varianza. /

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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FONEMATO 1.6.1

El nimero de muertos cada minuto a causa del hambre en una regioén alejada de
nuestro idilico primer mundo tiene distribucién de Poisson de parametro 40, con
independencia unos minutos de otros. Calculese la probabilidad de que durante el
dia de Nochebuena mueran de hambre no menos de 28800 personas en esa re-
gion. ¢Qué cota de muertos se superara ese dia con probabilidad 0'95?2

SOLUCION

Si X; ~P(40) expresa el nimero muertos durante el i-ésimo minato del dia de

Nochebuena, la variable X = Xy + .... + X440 expresa el nimero de:muettos en
los 1440 minutos de ese dia, y X =X +.... + X440 = P(57600), pues:si las va-
riables independientes Xy, .... , X} tienen distribucién de Poisson de parametros
respectivos Aq,.... ,A, la suma de ellas tiene distribucion de Poisson de'parame-
tro Aq +.... + A). La funcién de probabilidad de X = P(57600) es:
P(X =x)=¢727000 57600% /x!, x =0,1,2 ......
Asi, la probabilidad de que el dia de Nochebuena mueran de hambre no menos
de 28800 personas en esa region, es:
28799
P(X >28800) =1~ P(X <28799) =1~ . < *.57600%
x!
x=()

Naturalmente, S€ NOS le hiela la sangre al pensar en calcular tan-espantosa
suma, por ello estamos enormemente agradecidos a Lindeberg-Levy y recitamos

con entusiasmo su dulce latiguillo: como "X" es suma de un elevado ntime-
ro de variables aleatorias independientes, todas con la misma‘distribucion
de probabilidad, con la misma media y la misma varianza, podemos
aproximar la distribuciéon de probabilidad de "X" mediante 1a normal con
media y varianza las de "X", que son E(X)=57600 y V(X)=57600 (si

X ~P(0) es E(X)=V(X)=0). Ast:

P(X 2 28800) = P(N(57600;+/57600) 2 28799'5) = ...
— VENTANA |

CORRECCION POR CONTINUIDAD
Al aproximar la distribucion discreta X ~ P(57600) mediante la

N(57600;+/57600), consideramos que la "masa puntual" que tiene
X = P(57600) en el punto 28800 se corresponde con la "masa continua"

que tiene la N(57600;+/57600) en el intervalo (28799'5;28800'5).
Como la probabilidad del suceso X = 28800 debe sumarse,
al trabajar con la normal consideramos la masa de

probabilidad que hay a la derecha del punto 28799'5.

e Hay que determinar "c" de modo que P(X =¢)=0'95:
P(X 2 ¢) = P(N(576005+/57600) 2 c - 0'5) =

/57600 /57600

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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FONEMATO 1.6.2

Con independencia unos dias de otros, la aleatoria demanda diaria de vino (en li-
tros) en un bar tiene distribucién uniforme en el intervalo (20;40). Calculese la

probabilidad de que en 182 dias se vendan mas de 6370 litros de vino.
SOLUCION

St X; = U(20;40) expresa la aleatoria demanda de vino el i-ésimo dia, la variable

X=Xy + Xy +.... + Xyg» expresa la aleatoria venta total durante 182 dfas.

Se nos pide la probabilidad del suceso X > 6370, lo que es bastante imposible
si se desconoce la distribucién de probabilidad de "X"... y “por eso firmamos con
gusto para que a Lindeberg-Levy les hagan un monumento precioso en su pueblo
y colgamos en Facebook su lindo latiguillo: como "X" es suma de uneleva-
do numero de variables aleatorias independientes, todas con la misma dis-
tribucion de probabilidad, con la misma media (E(X;) = (20 +/40)/2=30) y
la misma varianza (V(X;)= (40 —20)2/12=100/3), podemos aptoximar la

distribuciéon de probabilidad de "X" mediante la normal con mediagy va-
rianza las de ""X", que son:

182 182
E(X)=E| ) X; |= > E(X;)=182.E(X;) = 5460
1=1 1=1
182 182
VX)=V| Y X; |=D V(X;)=182.V(X;)=18200/3
=1 =1

Ast:

P(X >6370) = P(N(5460;/18200/3) > 6370) =

= PEN(O.D >M] =...

\/18200/3

iEn examen
hay que
dejar escrito
TODO lo
relevante
gue pase por
\ el cerebro!
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FONEMATO 1.6.3

Al lanzar un dado 500 veces ganamos 100 § por punto si sale cara par, y perde-
mos 100 $§ por punto si sale cara impar. Calculese la probabilidad de ganar menos

de 23000 $.
SOLUCION

La funcién de probabilidad o cuantia de la variable X; que expresa el resultado

del i-ésimo lanzamiento del dado es:

x |1 2 3 4 5 ¢
P(X;=x)|1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Si ganamos 100 § por punto si sale cara par y perdemos 100 § por'punto si sale
cara impar, siendo Z; la variable que expresa el aleatorio beneficio obtenido en el

1-ésimo lanzamiento, es claro que

X;| 1 2 3 4 5 ¢
y U y U y U
Z; | =100 200 —300 400 —500 600

Por tanto, la funcién de cuantia de la variable Z; es:

z | =500 —300 —100 200 400 (600
P(Z; =2z | 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Obviamente, el beneficio obtenido tras lanzar el dado 500 veces esta expresado
por la variable Z =71 +Zy + .... + Zzq.

Se nos pide la probabilidad del suceso Z > 23000, lo que es bastante imposible
sin calcular previamente la distribuciéon de probabilidad de la variable "Z". Por
eso, como es de bien nacidos ser agradecidos, postulamos para que Lindeberg-
Levy sean elevados a los altares por ser autores del mas delicado latiguillo: co-
mo "Z'" es suma de un elevado nimero de variables aleatotias indepen-
dientes, todas con la misma distribucién de probabilidad, cenglaymisma
media y la misma varianza, podemos aproximar la distribucion_de proba-
bilidad de "Z'" mediante la normal con media y varianza las{de['""Z", que
son:

500 500
E(Z)= E(Z Z J = > E(Z;)=500.E(Z;) = 25000

i=1 i=1 *

E(Z,) _ 200 _ 300 _100 , 200 , 400 600 _50

6 6 6 6 6 6

500 500
V(Z)= V(Z ziJ =Y V(Z;)=500.V(Z;) £ 500.149167

== t [VENTANA |
V(Zi)= B(Z]) = (B(2))2 21 0 =502 = 149167
b72)= 3002 02 002 2002 G002 G2 13000

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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Por tanto:

P(Z < 23000) = P[N(25000;1/500.149167) < 22950} =

VENTANA - -

CORRECCION POR CONTINUIDAD

Siendo 22900 y 23100 los valores anterior y posterior a 23000 que
puede tomar "Z", consideramos que la "masa puntual” que tiene
"Z" en el punto 23000 se corresponde con la "masa continua"

que tiene la N(25000;,/500.149167) en el intervalo (22950;23050).
Por tanto, como la probabilidad del suceso Z = 23000 no debe
sumarse, al trabajar con la normal s6lo consideramos la masa de

probabilidad que hay a la izquierda del punto 22950

_ I{N(o;l) 22950 — 25000} _

\500.149167

A tu profe le pasa como ati: cuanto S

mas clarito le explicas las cosas, = 2
-v

mas contento se pone.

4
jApuesto un brazo a

@’ gue en este monton

de examenes casi
nadie me lo explica
todo clarito!

P‘ 1

g7/ tUN )
SN
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FONEMATO 1.6.4

Con independencia unos de otros, el tiempo de espera de un cliente en la

cola de

un banco tiene distribucién exponencial de parametro 0'05. Calculese la probabi-
lidad de que el tiempo medio de espera de 2 clientes sea superior a 21, y la pro-
babilidad de que el tiempo medio de espera de 100 clientes sea superior a 21.

SOLUCION

e Si X; =~ Exp.(0'05) expresa el aleatorio tiempo de espera del i-ésimo cliente, el

aleatorio tiempo medio de espera de 2 clientes esta expresado por la variable

W =7/2, siendo Z=X; + X,. Es:
P(W>21)=P(Z/2>21)=P(Z>42) =

201052 51 0052 4y = . = 0'3796

*42

I'(2)

Como X; = Exp.(0'05)=G(1;0'05) y X, = Exp.(0'05) = G(1;0'05)
son independientes, entonces Z = X + X, = G(1 +1;0'05) = G(2;0"05);

asi, la densidad de "Z" es f(z) =

0'052 -0'05.2
F(Z) le , z>0

e Kl aleatorio tiempo medio de espera de 100 clientes esta expresado por la va-

riable X =T/100, siendo T =X; +....
P(X >21)=

+00

+—)§100. Es:

P(T/100 > 21) =

P(T > 2100y =

0'05190 100-1 a=0'05.t g, —
_“2100 1“(100) .t .C .dz = infumable

T=X{+ ...+ X090 ®G(100;0'05); asi, la densidad de "T" es
_ 00519 1001 —0'05.¢ VENTANA

Latiguillo: como "X" es la media aritmética de un elevado ntimero de
variables aleatorias independientes, todas con la misma distribucién de
probabilidad, con la misma media y la misma varianza, segun Linde-
berg-Levy, podemos aproximar la distribucion de probabilidad de "X"
mediante la normal con media y varianza las de "X", que sofx:

100 100
E(X)zE{ﬁ; i] 1002 B(X, >T100 100.20 = 20
E(X,)=20 ; V(X,)=400
V(X)= V[1 IZO(:)XJ lf(:)\f(x ){—100 400=4
1004~ 1 | 71002 1002
Por tanto:
P(X >21) = P(N(20;+/4) > 21) = P(N(0;1) > 2! > 20) = 013085

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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FONEMATO 1.6.5

Con independencia unos dias de otros, el nimero de casos de corrupciéon que se
b

descubren cada dia tiene distribuciéon de Poisson de parametro 4. Calcilese la

probabilidad de que el nimero medio de casos de corrupcion en dos dias sea su-

perior a 4'5, y la probabilidad de que el nuimero medio de casos de corrupcion en

100 dias sea supetior a 4'5,

SOLUCION

e Si X; =P(4) expresa el numero de casos de corrupcion que se descubren el i-

ésimo dia, el aleatorio nimero medio de casos en 2 dfas esta expresado por la
vatiable W =7/2, siendo Z=Xj + X,. Es:

P(W >4'5)=P(Z/2>4'5)=P(Z>9) =
9
1 _ —1_ 6_8.82_ _n
=1-P(Z<9)=1-3, -5 =..=0'2834

z=0
Como X = P(4) y X, = P(4) son independientes, entonces

7.=X, + X, ~ P4 +4) = P(8); por tanto: P(Z =z) = 6‘382 ,2=0,1, ...

e El nimero medio de casos en 100 dias estd expresado por X =T/100, siendo
T= X1+ ...+ X0 Es:
P(X >4'5)=P(T/100 > 4'5) =P(T > 450) =
450
=1-P(T<450)=1- Y 400 = infumable
t=0 ’

T =X + .. + Xyg0 ~ P(400); asi: P(T = t) = ﬁoot#, ¢ SO

Latiguillo: como "X" es la media aritmética de un elevado numero de
variables aleatorias independientes, todas con la misma distribuciéon de
probabilidad, con la misma media y la misma varianza, segtin Linde-
berg-Levy, podemos aproximar la distribucion de probabilidad de "X"
mediante la normal con media y varianza las de ""X", que somn:

100 100
= =1
E(X) [mOZXJ 1OOZ1E(X) 00 00.4 =4

X~ P = B(X) =4 y V(X,)=4

100 100
1
X X. X.)=—L 1
V(X)= V[moz lj 1OOZZV( ) e 00.4 =0'04
Por tanto:

P(X > 4'5) = P(N(4;+/0'04) > 4'5) = P(N(051) > 4324) .....

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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FONEMATO 1.6.6

Una maquina necesita para su funcionamiento una determinada valvula de la que
hay en stock dos tipos A y B, en cantidades respectivas 220 y 300. Sin embargo, si
empezamos a utilizar un tipo de valvula, ya no se puede mezclar ninguna del otro
a no ser que paremos la maquina. La duraciéon (en minutos) de cada valvula de ti-
po A es exponencial de media 5, mientras que la duracion de cada valvula.del tipo
B tiene se distribuye (también minutos) de modo uniforme en el intervalo (0;0).

Ademas, se considera que la duracién de cada valvula es independiente de la du-
racion de las demas. Una vez averiada la valvula que hace funcionar la maquina,
ésta es sustituida inmediatamente por otra del mismo tipo modo automatico.
¢Cual es la probabilidad de que la maquina funcione ininterrumpidamente al me-
nos 14'5 horas si trabaja con valvulas de tipo A? ¢Y si trabaja con valvulas tipo B?

SOLUCION

e Si hay 220 valvulas del tipo A y X; = Exp.(0'2) expresa la duracion de la i-
ésima, el tiempo de funcionamiento ininterrumpido de la maquina‘esta expre-
sado por la variable X =Xy +.... + Xy, siendo:

220 220
E(X)= E(in} =.> E(X;)$220.5=1100

i=1 i=1 T

X; ~Exp.P(0'2) = E(X;)=5 y V(X;)=25

220 220
V(X)= V[Z X, j = Z V(X;)=220.25=5500
i=1 i=1
e Si hay 300 valvulas del tipo By Zj = U(0;6) expresa la duracién de la k-ésima,
el tiempo de funcionamiento ininterrumpido de la maquina esta expresado por
la variable Z =71 + .... + Z3, siendo:

300 300
E(Z)= E[Z zka > E(Z)=300.3=900
k=1 k=1 T

Z =~ U(0;6) = E(Z ) =(0+6)/2=3 y V(Z)=(6—02]12=3

300 300
V(Z)=V| Y. Z |=D. V(Z,)=300.3=900
k=1 k=1

e Latiguillo: tanto "X" como "Z" son suma de un elevado namerorde va-
riables aleatorias independientes, todas con la misma disttibueion de
probabilidad, con la misma media y la misma varianza; en consecuen-
cia, segun Lindeberg-Levy, podemos aproximar la distribucion de pro-
babilidad de "X" mediante la normal con media y varianza las de "X",
y la distribucién de probabilidad de "Z" podemos aproximarla median-
te la normal con media y varianza las de "Z". Asf:

P(X >14'5.60) = P(N(1100;4/5500) > 14'5.60) = .....
P(Z>14'5.60) = P(N(900;+/900) > 14'5.60) = .....

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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FONEMATO 1.6.7

El tiempo (en horas) que tarda una maquina en realizar un ciclo de trabajo tiene
densidad f(x)=2.x, 0 <x <1. Calculese la probabilidad de que la maquina tarde

mas de 40 horas en realizar 45 ciclos.

SOLUCION

Si X expresa el tiempo empleado en el i-ésimo ciclo, es:
1 1 2
) = = 2 =<
E(X;) IO x.f(x).dx 2'.[0 x2.dx 3
4_1

V) =EXE) - (BX))? 27

9 18

1 1

E(X2) jo x2 f(x).dx = 2. jo x3.dx=7

El tiempo en realizar 45 ciclos esta expresado por X =X + .... + Xysz, siendo:

45 45 2

E(X)=FE in =.Z E(X;)=45.5=30
1=1 1=1
45 45 1 5

V(X)=V Z X; |= Z V(Xj)=45.50=3
1=1 1=1

suponiendo que X, ... , X435 on independientes

Latiguillo: como "X" es suma de un elevado niimero de variables aleato-
rias independientes, todas con la misma distribuciéon de probabilidad, con
la misma media y la misma varianza, segun Lindeberg-Leyy, podemos
aproximar la distribuciéon de probabilidad de "X" mediante la‘hormal con
media y varianza las de ""X"'. Por tanto:

P(X > 40) = P(N(30;,/5/2) 2 40) = ....

Al cofregir un examen me encanta que

se me caigan los pantalones y vermes
impelido a quitarme el sombrero

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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FONEMATO 1.6.8

Determine el percentil 90 de la variable X = X%O y compare el resultado con el

obtenido mediante la aproximacion de Lindeberg-Levy.

SOLUCION

La tabla de la funcién de distribucién de la variable X%O indica que_el punto "c"
tal que P(x3, <c)=0'9 es c=40'3.

St X =~ X12 y X1,.... ,X30 son independientes, sabemos que

X = Xl + ...+ X3O ~ X%O
siendo
E(X)=30 ; VX)=060y
pues E(x3)=ny V(x3)=2.n
Segun Lindeberg-Levy, podemos aproximar la distribucién de probabili-
dad de X~ X%O mediante la normal con media y varianza las de "X".

Por tanto:

P(x3) <o) = P(N(30;7/60) <) =09 =

= P(N(O;D sﬂJ =0'9=>

J60

— €30 _ 1198 — ¢ =39'91

J60

>

Para darte el aprobado, tu
profe de Estadisticano te
pedira que hagas sombta a
Lindeberg... le bastara que
acredites no chuparte
el dedo en relaciona los
asuntos fundamentales
de la asignatura

CONVERGENCIA

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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FONEMATO 1.6.9

Sean X4, .... ,Xq Vvariables independientes, todas con la misma distribucién de

probabilidad, con media 75 y varianza 225.
1) Utilicese la desigualdad de Tchebychef para acotar la probabilidad de que su

media aritmética no difiera de 75 en mas de 6. Comparese el resultado con el
obtenido mediante la aproximacion de Lindeberg-Levy.

2) Mediante la desigualdad de Tchebychef, determinese la cota que con probabi-
lidad no inferior a 0'75 no es superada por la desviacién de la media aritmética
respecto a 75. Comparese el resultado con el obtenido mediante la-aproxima-
cion de Lindeberg-Levy.

SOLUCION
1) Siendo X =(Xj + .... + X40)/100, es:

100 100
1 | _
E(X)= E[mo Z;XI} 1002‘1 E(X;)= 100 100.75 =75

E(X;)=75y V(X;)=225

100 100
1
4 L1 100.225=2'25
V)= V(mo Z XIJ 1002 " Z V) 1002

Segun Tchebychef:

VX)
62

Segun Lindeberg-Levy, podemos aproximar la distribucion de probabi-

lidad de "X" mediante la normal con media y varianza las@de™X". Por
tanto:

P(|X = 75| < 6)=P(|X - E(X)| < 6) =1~ :1—26%5:0'9375

P(| X = 75| < 6) = P(|N(75;+/2'25) - 75| < 6] = (\ N(O;1)|< \/2_25j 1

2) Debemos determinar "c" de modo que P(‘ X - 75‘ < c) > 0"75.

V(X
V) 121255 75 o> 3

c2 c2

P(‘X—75‘Sc):P(‘X—E(X)‘Sc)+21

Tchebychef

Aproximando la distribucién de probabilidad de "X" mediante lasnormal con
media y varianza las de "X":

P( X - 75| <c) = P|N(75;4/225) - 75| <] =

= PU N(0;1)|< C25 ) >('75= P(N(O;l) < 325 ) >('875 =

_2115z>c>1'725
Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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FONEMATO 1.6.10

El nimero de clientes que entran cada dia a la farmacia "A" tiene distribucion de
Poisson de parametro 20, y para la farmacia "B" tiene distribuciéon B(30;0'7).

1) Calculese la probabilidad de que el nimero medio diario de clientes de "A" du-
rante 100 dias se desvie del nimero medio diario de clientes de "B" durante
200 dias en menos de dos.

2) ¢Qué cota no superara dicha desviacién con probabilidad 0'95?

SOLUCION

1) Si X; = P(20) es el numero de clientes de "A" el i-ésimo dia, el numero medio
de clientes diatios durante 100 dias lo expresa X = (X + .... + Xyp0)/100. Su-
puesto que las variables X1, .... ,Xjp son independientes, podemos aproxi-
mar (Lindeberg-Levy) la distribuciéon de probabilidad de "X" mediante la nor-

mal con media y varianza las de "X", que son:

E(X):E(Xi);ZO ; V(X):V(Xi)/loOiO'Z

X; #P(20)= E(X;)=20y V(X;)=20
e Si Zy =#B(30;0'7) es el nimero de clientes de "B" el k-ésimo dia, el nimero
medio de clientes diarios durante 200 dias es Z=(Zq + .... + Zygp)/200. Su-

puesto que las variables Z, .... ,Z5qy son independientes, podemos aproximar

(Lindeberg-Levy) la distribucion de probabilidad de "Z" mediante la normal
con media y varianza las de "Z", que son:

E(Z)=E(Z;) : 21 ; V(Z)=V(Z,)/200 ;6'3

Z, = B(30;0'7)= E(Z; )=30.0'7=21y V(Z; ) =30.0'7.03=6'3

e Fl nimero medio diario de clientes de "A" durante 100 dias se .desviara del
numero medio diario de clientes de "B'" durante 200 dias en meénos de dos si

ocurre el suceso ‘ X - Z‘ < 2, siendo:

P(\X—Z‘<2)iP(‘ N(-1:6'5)| < 2) =

| VENTANA |
supuesto que X = N(20;4/0'2) y Z = N(21;+/6'3) son independientes,

la distibucion de probabilidad de X —Z es normal, siendo:
E(X-2)=E(X)-E(Z)=20-21=-1
V(X-2Z)=V(X)-E(Z)=0'2+6'3=06'5

:PU N(0;1)]| <%) = 2.P(N(O;l) < 2\%%”) —1=..

2) Debemos calcular "c¢" de modo que P(‘ X - Z‘ < c) =0'95:

C—(—D) \ c—(D_.,
P(|X=Z|<c)=P[|NO;D)| < =0'95=> =196=>
= c=1'96.4/6'5 -1

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
© Rafael Cabrejas Hernansanz



1.7 TEOREMA DE MOIVRE

Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, con distribucién

de Bernouilli de pardmetro "p". Si {S,,} es la sucesion de variables aleatotias tales

que Sl = Xl’ SZ = Xl + Xz, ..... ,Sn = Xl + X2 + ...+ Xn’ ..... es claro que:

S; =B(L;p) 5 S, =B(2;p) 5 e s S, = B(n;p) 5 .
Asi, como E(S,)=n.py V(S,)=n.p.q (siendo q=1-p), la sucesion {Z,} de
variables tipificadas cotrespondiente a {S} es tal que Z, = (S, —n.p)//n.p.q,

y Moivte demostré que {Z,}—=—>N(0;1), demostrando que la femde Z,
tiende a la f.g.m de la variable N(0;1). En efecto:

lim. @y (t)= lim.
n— oo n— oo

TVENTANA |
(I)Z (t) = E(et'zn ) = E(et-(sn _np)/\]npq ) =]

E(ePCPC-Sn ) = CI)Srl (Pepe) J

_ o—tn.p/ynpq .E(et'sn //n.pq ) _ o—tnp/ynpq D (t/ ka p.q) =

2 n
t“/2 lo quesea lo que sea 3
(l+ —+ 372 + 572 + J = (1 )——

Sp #B(n;p)= s _(0)=(q+pc)n
— e—t.n.p/ﬂln.p.q.(q + p‘et/ﬂln.p.q)n _
_ (q.e—t.p/wln.p.q n p.et'(l_p)/‘/n'p'q )n _ (q.e—t.p/ﬂln.p.q n p.et'q/‘/n'P-q )ﬂ _
desarrollamos e "¢P/V1-P-q y ¢4/ 0P en serie de potencias J

tp_ ., (tp)° tq . (t9* n:
JEE_ Do JEF_ R

2
_ (1 Lt /2 lo que sea N lo que sea N ]

lim. by.(ag—1)
lim. (a,)Pn = (100) St t.g.m. de la variable N(0;1)
n— o

i . (tZ +lo que sea +lo que sea j
im. | — —
=en> ol 2 al/2 n3/2 —et2/2

Obviamente, si {Z, }—=—>N(0;1) entonces {Sn}%N(n.p;W/n.p.q).
La aproximaciéon de la B(n;p) mediante la N(n.p;+/n.p.q) no debe emplearse si

"p" es préximo a 0 o a 1; en otros casos la aproximacién es buena si "n.p" y

"n.q" son superiores a 5.

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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FONEMATO 1.7.1

El 20 % de las ventas de una empresa son al contado. Si en un mes se realizan
1000 ventas, determinese la probabilidad de que como maximo 250 hayan sido al
contado?

SOLUCION

Llamando "éxito" al suceso de que una venta sea al contado, si P(éxito) =02, la
variable X; que expresa el numero de "éxitos" (0 6 1) en la i-ésima venta tiene
distribucién de Bernouilli de parametro 0'2; asi, la variable X = X'+ .... + X000
que expresa el numero de "éxitos" en 1000 ventas tiene distribucion B(1000;0'2),

supuesto que X1, .... ,X son independientes.
p q 1 1000 p

T.a funcion de cuantia de "X" es:

P(X = x) = (10}?0)_()'2;(1 _0'2)1000-x | x =01, ... 1000

Por tanto:

250
1000) A ' _
P(X <250)= Y’ ( . ).0 2%,(1—0'2)1000z%

x=(
Como se nos hiela la sangre al pensar en el petardo de calcular tan espantosa su-
ma, bendecimos a Lindeberg-Levy (version Moivre) entonando suhermoso |ati-
guillo: siendo "X" la suma de un elevado nimero de variables alcatoriasginde-
pendientes, todas con la misma distribucién de probabilidad, con la misma media

y la misma varianza, podemos aproximar la distribuciéon de probabilidad.de "X"
mediante la normal con media y varianza las de "X", que son:

E(X):lOO0.0'Z:ZOO ; V(X)K1000.0'2.(1—O'2)=16O
S1 X~ B(n;p) es E(X)=npyV(X)=np.(1-p)

Por tanto:
P(X < 250) = P[N(ZOO 160 < 250'5] -
VENTANA | 4

CORRECCION POR CONTINUIDAD
Al aproximar la distribucion discreta X ~ B(1000;0'2) mediante la

N(200;+160), consideramos que la "masa puntual” que tiene
X = B(1000;0'2) en el punto 250 se corresponde con la "masa continua'

que tiene la N(200;4/160) en el intervalo (249'5;250'5).
Por tanto, como la probabilidad del suceso X = 250/debe

'

sumarse, al trabajar con la normal consideramos la masa de

probabilidad que hay a la izquierda del punto 250'5

= P(N(ZOO;MGO) < Mj =

V160

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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FONEMATO 1.7.2

La probabilidad de que en una ciudad y durante un afio en un parto nazca un va-
ré6n es 0'48. Si la probabilidad de que nazcan 1000 o mas varones es 0'1711, de-
terminese el nimero "n" de nacimientos que se han producido en esa ciudad du-
rante el afio en cuestion.

SOLUCION

Llamando "éxito" al suceso de que nazca un vardn, si P(éxito) = 0'48;. lavariable
X, que expresa el nimero de "éxitos" (0 6 1) en el i-ésimo nacimiento tiene dis-
tribucién de Bernouilli de parametro 0'48; asi, la variable X = Xy +.... + X, que

expresa el numero de "éxitos" en los "n" nacimientos del afio tiene distribucion
B(n;0'48), supuesto que Xy, .... ,X,, son independientes.

La funcién de cuantia de "X" es:
P(X = x) = (2)0'48?&.(1 —048)7—%, x=0,1,...9n

Para calcular "n" basta exigir que P(X =1000)=0"1711, o lo que es_igual, exigir
que P(X <1000)=0'8289; es decir:

999
> (g).o'48x.(1 —0'48)n—x =('8289

x=()
Como se nos hiela el alma al pensar en el petardo de resolver tan espantosa ecua-
cién, glorificamos a Lindeberg-Levy (version Moivre) recitando su onirico lati-
guillo: como "X" es suma de un elevado numero de variables independientes,

todas con igual distribuciéon de probabilidad, igual media e igual varianza, aproxi-
mamos la distribucion de probabilidad de "X" mediante la normal de media y va-
rianza las de "X", que son E(X)=048.n y V(X)=n.0'48.(1-0'48)=0'2496.1,
pues si X~B(n;p) es E(X)=npyV(X)=n.p.(1-p).

Por tanto:

orreccion por continuidad: la asa puntual" que tiene
Correcci t tinuidad: la "m tual" ti

X = B(n;0'48), en el punto 1000 se corresponde con la "masa continua”

que tiene la N(0'48.n;4/0'2496.n) en el intervalo (999'5;1000'5).
Por tanto, como la probabilidad del suceso X =1000 no debe

sumarse, al trabajar con la normal consideramos la masa de

probabilidad que hay a la izquierda del punto 999'5

v

——
P(X < 1000) = P{N(O'48.n;x/0'2496.n) < 999’5} =0'8989=5

= P(N(O;l) < 999'5—0'48-11) =0'8280 = 229501480 _ 595 =,

\0'2496.n \0'2496.n

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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FONEMATO 1.7.3

Con independencia unos dias de otros, la aleatoria venta diaria de vino (en miles
de litros) de una bodega tiene distribuciéon U(0;2), obteniendo beneficio la em-

presa solo si la venta es superior a 1'5. Si se consideran 200 dias, determinese el
00 percentil del numero de dias en que no se obtiene beneficio.

SOLUCION
Llamando "éxito" al suceso de que un dfa la empresa no obtenga beneficioyes:
P(éxito) = P(U(0;2) <1'5) = 35 %.dx =075

La variable X; que expresa el numero de "éxitos" (0 6 1) el i-ésimo dia tiene dis-
tribucién de Bernouilli de parametro 0'75; asf, la variable X = X #....® X
que expresa el nimero de "éxitos" en 200 dias es B(200;0'75), supuesto que

X1, e, X900 son independientes.

La funcién de cuantia de "X" es:
. _[200) 4 1= 23200 — _
P(X=x)=| 7" 075%.(1-075)200-x | x =0,14773200

Debemos determinar "c¢" de modo que P(X <¢)20'6, y al exigir que se satisfaga
dicha condicién, resulta:
S (200
P(X<c)= Y ( y ).0'75X.0'25200—x <0'6=> infumable
x=0
Latiguillo de Lindeberg-Levy (versién Moivre): como "X" es suma de un eleva-
do nimero de variables independientes, todas con la misma distribicion de pro-
babilidad, con la misma media y la misma varianza, podemos aproximar la distri-
bucién de probabilidad de "X" mediante la normal con media y varianza las de
"X") que son E(X)=200.0'75=150 y V(X)=200.0"75.(1-0'75) =37'5, pues si
X=B(n;p)es EX)=npyVX)=np(l1-p).

Por tanto:

P(X<c)= P{N(150;\/37'5) <c+ O'Sj =0'6=>
+
Correccion por continuidad: como la probabilidad del suceso
X = c debe sumarse, al trabajar con la normal considerameos
la masa de probabilidad que hay a la izquierda del punte c#0'5

= P(N(O;l) <c+05 _150j:0'6:>
37'5
e+05-150 _ 36— c=...

\37'5

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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FONEMATO 1.7.4

La probabilidad de que un estudiante se chupe el dedo hasta el codo es 0'7.
Observados 300 estudiantes, determinese la probabilidad de que entre 230 y 250
se chupen el dedo hasta el codo.

SOLUCION

Llamando "éxito" al suceso de chuparse el dedo, si P(éxito) =0'7, la variable X;
que expresa el numero de "éxitos" (0 6 1) con el i-ésimo estudiante tienedistribu-
ci6n de Bernouilli de parametro 0'7, y la variable X =X +.... + X390 que expre-
sa el numero de "éxitos" en 300 estudiantes tiene distribucion B(300;0'7), su-

puesto que X1, .... , X300 son independientes.

Ta funcién de cuantia de "X" es:

P(X = x) = (320).0'7X.(1 _07)300-x  x =01, L. 300

249 300
P(230< X <250)= ( X ),0'7X,0'3300—x
x=231

Como nos desagrada hacer sumas petardas, recitamos el latiguillo_de Linde-
berg-Levy (version Moivre): siendo "X" la suma de un elevado numero de wvaria-
bles aleatorias independientes, todas con la misma distribucion defprobabilidad,
con la misma media y la misma varianza, podemos aproximar la distribucién de
probabilidad de "X" mediante la normal con media y varianza lag de "X", que
son:

E(X) 1300.0'7 =210 ; V(X)i300.0'7.(1 ~0'7)=63

X ~B(n;p)= E(X)=npy V(X)=n.p.(I-p)

Por tanto:

P(230 < X < 250) = P(230'5 <N(210;4/63) < 249’5) E
*
Correccion por continuidad: como la probabilidad de los sucesos
X =230y X =250 no debe sumarse, al trabajar con la normal
consideramos la masa de probabilidad que en el intervalo (230'5;249'5)

:P(230'5—210 CN(O:1) < 249'5—210):_“'

J63 V63

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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FONEMATO 1.7.5
La duracion (horas) de un tipo de fusible es N(2000;200). Los fusibles se empa-

quetan en lotes de 10, y se considera un lote defectuoso si tiene 2 o mas fusibles
que duran menos de 1790 horas. Halle la probabilidad de rechazar un embarque
de 1000 lotes st se acepta cuando contiene menos de 150 lotes defectuosos.

SOLUCION
Llamando "éxito" al suceso de que un fusible dure menos de 1790 horas, es:
P(éxito) = P(N(2000;200) < 1790) = P(N(0;1) < (1790 — 2000) / 200) = 0'1469

Asi, la variable X; que expresa el numero de "éxitos" (0 6 1) con el i=ésimo fusi-

ble es de Bernouilli de parametro 01469 ; por ello, la variable X = Xy + Xy
que expresa el numero de "éxitos" en un lote de 10 fusibles es B(10;0'1469), su-

puesto que Xj,.... ,X1 son independientes. La funcién de cuantia de"X" es
P(X =x) = (1£).o'1469x.(1 —0'1469)10-x, x =0,1, ... ;10

Siendo "A" el suceso de que un lote sea defectuoso, es:
PA)=P(X22)=1-PX=0)-PX=1)=....=01238

Llamando ahora "éxito" al suceso de que un lote sea defectuoso (ocurre "A"), si

P(éxito) = 0'1238, la variable Z; que expresa el numero de "éxitos" (0 6 1)/con el

k-ésimo lote es de Bernouilli con parametro 01238, y Z=74 + ...+ Z109p que
expresa el numero de "éxitos" en 1000 lotes tiene distribucion B(1000;01238),
supuesto que Zq,....,Z1o0p son independientes. La funcién de cuantiade"Z" es:

P(Z=27)= (10200).0'12382.(1 —0'1238)1000-2 ;= 0.1, ... 1000

Siendo "B" el suceso de rechazar el embarque, es:
149
P(B)=1-P(B)=1-P(Z<150)=1- 3 (10200).0'12382.(1 — 012381000
z=0
Como odiamos las sumas petardas, declamamos el latiguillo de Lindeberg-Levy
(version Moivre): siendo "Z" la suma de un elevado numero de variables, inde-
pendientes, todas con la misma distribucién de probabilidad, con la misma /media
y la misma varianza, podemos aproximar la distribucién de probabilidad"de "Z"
mediante la normal con media y varianza las de "Z", que son:

E(Z)=1000.0"'1238 =123'8 ; V(Z) ilOO0.0'lZBS.(l —0'1238)=108'47

— U&B(n;p)= E(U)=npy V(U)=n.p.(1-p)

Asf: P(B)=1-P(Z<150)=1— P[N(123'8;\/108'47) < 149’5) =

Cortreccion por continuidad: como la probabilidad de suceso
Z.=150 no debe sumarse, al trabajar con la normal
consideramos la masa de probabilidad a la izquierda de 149'5

=1-P(N(0;1) < (149'5 - 123'8)//108'47 ) = ...

Tema 1: Sucesiones de variables aleatorias
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